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信号 实际 上 是 传递 信息 的 某 种 具体 物理 过 程 。 最 常用 的 信号 分 析 方 法 是 寻找 一 种 简单 有 
效 的 变换 ,使 信号 所 包含 的 重 查 特 征 在 变换 域 能 更 直接 地 显示 出 来 。 在 小 波 变换 兴起 之 前 , 傅 
立时 变换 是 信号 分 析 中 最 重要 的 数学 方法 。 傅 立 叶 变换 实际 上 是 将 信号 展开 为 不 同 频率 正弦 
倍 号 的 线 件 要 加 。 从 信号 的 传 立 叶 变 换 ,能 看 出 信号 各 种 不 同 频率 成 分 的 强 弱 ,信号 能 量 在 频 
率 域 的 分 布 。 傅 立 叶 变换 的 核 函 数 是 正弦 函数 , 它 在 时 间 域 上 是 无 限 的 , 非 局 部 化 的 。 侧 小 波 
变换 是 将 时 间 信 号 展开 为 小 波 函数 族 的 线性 登 加 。 小 波 变 换 的 核 冰 数 是 小 波 函 数 , 它 在 时 间 
域 和 病 率 域 都 中 局 部 化 的 。 这 下 是 小 波 变 换 和 传统 傅立叶 变换 的 本 质 区 别 。 也 正 是 因为 小 波 
变换 在 时 间 一 频率 域内 都 是 局 部 化 的 ,所 以 小 波 变换 豆 对 信号 同时 在 时 - 频 域内 进行 联合 
分 析 。 





























1.1 傅立叶 变换 


信号 是 ~ 个 或 多 个 独立 变量 恕 时间、 位置 .距离 .温度 和 压强 等 的 衣 数 。 例 如 ,语音 和 音乐 

信号 表示 为 空间 某 一 点 的 空气 斥 强 随 时 间 变 化 的 函数 ,一 幅 黑 白 图 像 表 示 为 光 的 强度 随 两 个 
空间 坐标 变化 的 冰 数 。 一 维 信和 叶 . 大 忆 的 傅立叶 变换 定义 为 

F(o) = 三 ADered CT) 
傅立叶 变换 度量 了 信号 在 所 有 不 同 妥 率 的 振 葛 信息 。 傅 立 叶 变 换 可 以 当成 如 下 形式 

FF(o)》 = [F(@) ee 
其 中 , |F(o) { 称 为 信号 屹 D) 的 幅 频 特性 ,9(w) 称 为 信号 成 芒 的 相 频 特 任 。 伟 立 叶 变换 的 反 变 
换 为 





AD = 元 三 Po)erdo (CL12) 


意味 着 信号 可 展开 为 不 同 频率 王 弦 信号 的 线性 委 加 。 
由 傅立叶 变换 的 定义 ,很 容易 证 明 下 述 Parseval 定理 ， 


三 Kog' Gd = 去 三 Focro)da (L13) 




















小 波 分 析 及 其 应 





令 8() = 乒 昌 , 则 有 


率 谱 , 它 描述 了 信号 能 量 在 频率 域内 的 分 布 。 


变换 的 物理 意义 ,而 且 在 若 j 






































户 | 全 dt = 去 三 1FCo) dam (L14)》 
有 时 称 上 式 为 mancherel 定理 。 上 式 左 边 可 解释 为 信号 的 能 量 , 所 以 称 |F(w) 上 为 信号 的 功 
根据 傅立叶 变换 的 定义 ,很 容易 证 明 傅立叶 变换 具有 如 下 重要 性 质 ,它们 有 助 于 理解 小 波 
定理 的 证 明 中 也 经 常 引用 。 
性 质 函 数 傅立叶 变 抱 | 
瑟 间 严 (ww) 
逆 FFCD) 2m( -由 ) 
卷 积 及 (CD * 玉 (9) 丽 (o) 甩 (ao) 
科 积 (DPC 直 m(o) 及 (7 
平移 7) Fo)e-m 
调制 esol 下 (四 一 boo) 
尺度 伸缩 有 bs) Rs) 
时 域 求 导 Fo 人 D) (au)"F(w) 
频 域 求 导 《一 站 7 人 wa) 
复 共 上 (0 天 (- 吕 ) 














如 信号 是 实 的 , 即 刀 9) s 尺 , 即 广 ( 约 = 天 人 ,由 复 苍 性 质 可 得 F(w) =F( ~-w) ,从 而 有 
1F(o)1=IFC-o)l8(o) = 


也 就 是 说 , 实 信号 的 





一 史 - 吕 ) 


省 频 特性 是 频率 的 偶 丽 数 , 相 频 特 性 是 频率 的 奇 丽 数 。 


由 于 傅立叶 变换 的 核 函 数 e“ 在 时 城内 是 无 限 的 ,为 了 计算 P(w) ,必须 在 信号 的 整个 持 
续 时 间 内 积分 。 即 为 了 获得 信号 中 某 一 特定 频率 分 量 的 信息 ,必须 知道 信号 在 整个 时 间 过 程 
中 的 变化 情况 。 也 就 是 说 ,傅立叶 变换 在 时 域内 是 非 局 部 的 。 从 上 述 分 析 还 可 以 看 到 ,时 间 


函数 妨 七 描述 了 信号 的 时 域 特 征 ,j 
立 叶 变换 要 人 么 在 时 域 ,要 么 在 锁 域 ; 


分 析 。 


但 在 许多 实际 问题 中 ,我 全 
人 们 关心 的 是 什么 时 刻 演奏 什么 音符 ,发 出 什么 样 的 音节 ; 对 地 震波 的 记录 人 们 关心 的 是 什么 





构 。 尤 其 对 非 平 稳 信号 的 处 理 
表面 的 振动 信号 就 是 由 擅 击 或 








关心 的 却 是 信号 在 局 部 范 























其 傅立叶 变换 F(w) 撒 述 了 信号 的 频 域 特征 。 也 就 是 说 , 傅 
嵌 述 信号 的 特征 , 而 不 能 对 信号 同时 在 时 - 频 域 内 进行 联合 


围 内 的 特征 :例如 音乐 和 语音 信号 中 


位 置 出 现 什么 样 的 反射 波 ; 图 像 处 理 中 的 边缘 检测 关心 的 是 信号 突变 部 分 的 位 署 , 即 纹理 结 
P ,信号 在 任 一 时 刻 附 近 的 频率 特性 部 很 可 





首要。 如 柴油 机 缸 盖 


击 产生 的 ,是 一 朋 变 信和 号, 仅 愉 时 域 或 频 域 上 来 分 析 都 是 不 够 


的 。R，Balian 认为 :在 通讯 理论 中 ,人 们 对 于 在 完全 给 定 的 时 间 内 ,把 一 个 振动 信号 表示 成 
由 其 中 每 ~- 个 都 拥有 足够 确定 的 位 置 与 有 一 个 频率 的 小 波 的 登 加 这 件 事 感 兴趣 。 事 实 上 ,有 
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的 信息 常常 同时 被 发 射 信 叶 的 频率 与 信号 的 时 间 结 构 ( 如 音乐 ) 所 传递 。 当 把 -个 信号 表 
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达成 时 间 的 函数 时 ,其 中 的 频谱 表 现 并 个 好 ;相反 地 ,信号 的 博 立 分 析 却 显示 不 了 信号 每 一 分 
量 发 射 信号 的 瞬时 与 持续 时 间 。 一 个 适当 的 表示 应 结合 这 两 者 互补 描述 的 优点 ,并 用 一 个 离 
散 的 刻画 来 表示 ,以 适应 通讯 理论 " 。 

针对 瞬 变 的 . 非 平 稳 信 号 的 分 析 , 曾 经 出 现 过 许多 改进 的 办 法 ,其 中 比较 有 成 效 的 有 
Wigner-Vile 分 布 和 窗口 傅立叶 变换 两 种 ,前 者 是 一 种 非 线 性 二 次 型 变换 。 而 D. Gabor 于 1946 
年 提出 的 窗口 傅立叶 变换 在 非 平稳 信号 的 分 析 中 起 过 很 好 的 作用 ,而 且 与 小 波 变换 有 很 多 相 
似 之 处 。 











1.2 窗口 熏 立 叶 变 换 


传统 的 傅立叶 变换 是 对 信号 在 整个 时 间 过 程 中 变化 情况 的 分 析 , 它 在 时 域 是 全 局 化 的 , 非 
局 部 的 。 其 原因 在 于 傅立叶 变换 的 核 函 数 正弦 函数 在 时 域 是 无 限 的 。 显 然 ,将 正弦 函数 乘 以 
一 个 时 城内 衰减 很 快 的 函数 之 后 ,作为 核 函 数 是 一 种 合理 的 改进 方法 ,这 种 衰减 很 快 的 函数 称 
为 窗 函 数 ,以 &g( 划 表示 。 一 般 来 说 ,g#( 划 是 一 个 实 偶 阔 数 , 且 其 能 量 主 要 集中 在 原点 附近 。 例 
如 均值 为 零 的 高 斯 函数 ,就 是 一 个 常用 的 窗 函数 。 为 了 能 实现 对 信和 叶 在 整个 时 间 过 程 中 任意 
局 部 范围 内 变化 情况 的 分 析 , 应 将 窗 函 数 沿 时 间 轴 移动 ,得 g(t -r) ,其 能 量 主要 集中 在 附 
近 。 对 任意 一 个 能 量 有 限 信号 妃 D) < 天 ( 有 R) ,其 窗口 傅立叶 变换 定义 为 


Goir) = 三 HKDgG -me (L.2.1) 


由 于 窗 函 数 的 局 部 性 ,所 以 上 式 中 的 积分 实质 上 只 在 > 附近 的 一 段 时 间 内 进行 。 也 就 是 说 , 窗 
口 傅立叶 变换 给 出 了 信号 在 :=r 附近 的 一 段 时 间 内 的 频率 信息 ,窗口 傅立叶 变换 在 时 域内 是 
局 部 化 的 。 

由 上 式 可 以 明显 地 看 到 ,窗口 傅立叶 变换 确实 是 传统 傅立叶 变换 的 一 种 改进 , 即 核 函 数 由 
e “改进 为 





























oa(t) = 区 (一 Te 《1.2.2) 
另 一 方面 ,也 可 以 把 窗口 傅立叶 变换 理解 为 信号 .所 纺 乘 以 窗 函 数 g(! -7) 后 所 得 到 的 时 间 函 
数 扎 DE(-7) 的 傅立叶 变换 ,所 以 窗口 傅立叶 变换 又 称 为 短 时 ( Short-time) 傅立叶 变换 。 
根据 希 尔 伯 特 空间 中 内 积 的 定义 ,窗口 傅立叶 变换 也 可 以 写成 内 积 形式 
Gao,r) = 《所 DD,8or(》 (2.3) 
应 该 注意 ,窗口 傅立叶 变换 是 频率 w 和 时 间 平 移 量 r 的 二 元 函数 ,所 以 信号 关中 的 窗口 博 立 
叶 变 换 GKw,r) 是 对 信号 大 5 在 时 间 - 频 率 域内 的 联合 分 析 。 而 信号 7D) 的 傅立叶 变换 F(w) 
仅 是 频率 的 函数 ,所 以 传统 的 傅立叶 变换 仅 是 对 信和 号 在 频率 域内 的 分 析 。 
为 了 更 清楚 地 了 解 窗口 传 立 叶 变 换 在 时 间 - 频 率 域 的 性 质 , 有 必要 先 分 析 其 核 范 数 的 性 
质 。 由 于 窗 函 数 g(6) 应 选择 为 一 平滑 丽 数 , 所 以 其 傅立叶 变换 各 (w) 为 一 低 通 滤波 器 。 由 于 
在 时 间 - 频 率 平面 上 任意 一 点 ( wo,ro 处 , 核 冰 数 为 
Sn 人 = 区 (- Tojeee (1.2.4) 






































其 傅立叶 变换 是 
OO)》 = 六 (一 oje aero (1.2.5) 
3 





小 波 分 析 及 其 应 上 














它 显 然 是 中 心 频率 为 we 的 带 通 滤 波 器 。 
由 (1.2.1) 式 可 以 得 到 在 时 间 - 频 率 平面 内 点 (woro) 处 的 窗 打 傅立叶 变换 


Goo,m) = 三 RDesa(o = 三 moegG-med (1.2.6) 
其 中 星 号 表示 取 共 却 。 应 用 Parseval 定理 ,由 上 式 可 得 : 
Gooro) = 直 厂 Foessn(o)da 





= 二 三 Po)ao -oo)eeonda (1.2.7) 


由 于 &(o -wo) 是 中 心 频率 为 wo 的 带 通 滤波 器 ,所 以 G(o -mo ) 可 以 解释 为 提取 了 信和 号 在 + = 
To 附近 一 段 时 间 内 在 w = w 附近 一 段 频率 内 的 信息 ,也 就 是 说 ,窗口 傅立叶 变换 不 促 在 时 域 
是 局 部 化 的 ,而 且 在 频 域 也 是 局 部 化 的 。 或 者 说 ,窗口 傅立叶 变换 是 对 信号 在 时 间 - 频 率 域内 
进行 联合 分 析 。 为 了 更 形象 地 说 明 这 种 联合 分 析 , 引 入 时 - 频 窗 的 概念 ,如 图 1. 1 所 示 。 时 - 频 
窗 的 中 心 位 于 (rn ,wo)。 将 g( 纪 规范 化 为 le(o1= 荆 则 le (Di =1。 定 义 ， 


中 = 太 G-m7lgss(DPa = 万 esp Pd 
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只 = 二 六 -oo07lgss(o)Pdo = 于 三 wlawPao 28) 
字 和 a。 分 别称 为 5(1) 和 &(w) 的 标准 差 ,它们 措 述 了 图 1. 1 所 示 时 - 频 窗 的 宽度 。 对 窗口 全 
立时 变换 ,其 时 - 频 窗 的 中 心 可 以 分 别 由 (1.2. 6) 式 和 (1. 2.7) 式 中 的 变量 ro 和 ao 米 洞 节 。 但 
时 - 频 窗 的 宽度 与 窗 的 中 心 (ro ao) 无 关 ,是 固定 不 变 的 ,如 (1. 2. 8) 式 所 示 。 


包 



































图 1.1 窗口 傅立叶 变换 的 时 频 窗 

为 了 提高 窗口 傅立叶 变换 的 精度 ,自然 希望 时 - 频 窗 的 宽度 在 两 个 方向 都 同时 变 宗 。 但 同 

时 在 时 - 频 域内 提高 精度 是 有 限制 的 ,著名 的 测 不 准 原理 告诉 我 们 
wo。 > 去 (1L2.9) 

当 且 仅 当 窗 函 数 为 高 斯 丽 数 时 , 上 式 中 的 等 号 成 立 。 和 量子 力学 中 的 测 不 准 原理 一 样 ， 
(1.2.9) 式 意味 着 人 们 不 能 无 限 地 同时 提高 时 - 频 域内 的 测试 精度 。 这 并 不 是 由 于 测试 仪器 的 
限制 ,而 是 具有 深刻 的 物理 含义 的 。 讨 论 某 -时刻 的 频率 为 多 少 是 没有 意义 的 。 

从 数学 的 角度 看 ,窗口 傅立叶 变换 是 将 任 一 尼 ( 玉 ) 空 间 中 的 丽 数 瑚 六 映射 为 已 ( 尼 ) 空 间 
于 
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中 的 一 个 两 数 GF(w,r) 。 应 用 Parseval 定理 可 以 证 明 
Pearioeonas am 
上 式 说 明 , 经 过 窗口 傅立叶 变换 之 后 , 范 数 保持 不 变 ( 带 有 一 周 定 的 比例 系数 ) , 故 窗口 傅立叶 
变换 具有 惟一 的 反 演 公式 

AD = 去 厂矿 eromete- redodr (2.10 


上 式 称 为 窗口 傅立叶 变换 的 反 变换 。 应 该 注意 ,(1. 2. 10) 降 伟 着 如 下 意义 :经 过 窗口 傅立叶 变 
换 之 后 ,并 未 丢失 信息 ,只 不 过 是 将 时 间 信 号 嫉 ) 所 携带 的 信息 在 时 间 - 频 率 域内 用 G(w,r) 
表示 出 来 ,也 正 是 因为 窗口 傅立叶 变换 未 丢失 信息 ,所 以 可 以 通过 反 变 换 将 信号 完整 地 估 复 
出 来 。 

和 伟 立 叶 变换 的 功率 谱 类 似 , | GKw,r) | 度量 了 信号 在 点 (7,w) 的 邻 域内 的 能 量 , 该 邻 
域 的 大 小 由 时 - 频 窗 的 宽度 确定 。 

窗口 傅立叶 变换 实现 了 信号 在 时 间 - 频 率 域内 扇 部 化 的 联合 分 析 , 但 是 其 时 间 - 频 率 窗 的 
宽度 却 是 国定 不 变 的 。 当 然 可 以 选择 不 同类 型 的 窗 函 数 ,或 者 调整 窗 丽 数 的 参数 ( 例如 可 以 
调整 高 斯 冰 数 的 方差 ) ,来 选择 时 间 - 频 率 窗 的 宽度 。 但 旦 一 旦 窗 函 数 的 类 型 及 参数 确定 之 后 ， 
惟一 可 以 调整 的 就 是 平移 量 r, 而 变量 r 只 能 改变 窗 沿 时 间 轴 的 位 置 ,不 能 改变 时 - 频 窗 的 宽 
度 。 窗 口 傅立叶 变换 中 的 变量 w 也 仅仅 是 改变 窗 洪 频率 轴 的 位 置 , 对 时 - 频 窗 的 宽度 没有 影 
响 。 这 样 窗 口传 立 叶 变换 就 不 能 适应 许多 复杂 的 信号 分 析 和 处 理 。 上 述 这 些 性 质 都 是 由 窗口 
傅立叶 变换 的 核 丙 数 决定 的 。 











1.3 连续 小 波 变 换 


下 面 将 要 详细 讨论 的 连续 小 波 变换 也 是 信号 在 时 间 -频率 域内 局 部 化 联合 分 析 的 一 种 方 
法 。 小 波 必 ( 昌 是 一 个 时 间 数 , 它 正 负 波动 的 同时 速 降 至 零 , 其 傅立叶 变换 V(w) 呈 现 为 带 通 
训 波 器 的 频率 特性 ,也 就 是 说 ,小 波 在 时 域 和 频 域 都 是 局 部 化 的 。 将 隶 (i) 伟 缩 和 平移 而 得 到 
的 一 族 丽 数 多 sf(o) 称 为 分 析 小 波 , 它 在 时 域 和 频 域 也 是 局 部 化 的 。 以 区 (0 为 核 函数 的 积分 
变换 , 正 是 本 节 要 讨论 的 积分 小 波 变换 或 称 连续 小 波 变换 。 与 窗口 傅立叶 变换 不 同 的 是 .小波 
变换 的 时 间 - 频 率 窗 不 是 固定 不 变 的 ,而 是 可 以 自 适应 调整 的 。 这 是 小 波 变换 和 窗口 傅立叶 变 
换 的 根本 区 别 。 也 正 是 由 于 这 个 特点 ,决定 了 小 波 分 析 在 实际 应 用 中 的 独特 地 位 。 


1.3.1 连续 小 波 变换 


小 波 是 一 种 持续 时 间 很 短 的 波 ,但 并 不 是 任意 持续 时 间 很 短 的 波 都 是 小 波 ,小 波 必 须 满足 
以 下 容许 条 件 











已 = 三 志 wPaw ctm (13.1 


满足 上 式 的 叶 间 函数 y(1i 称 为 母 小 波 或 基本 小 波 ,通常 简称 为 小 波 。 容 许 条 件 意味 着 区 (oo) 
在 w=0 处 的 值 必须 为 零 , 即 记 (0) =0, 从 傅立叶 变换 的 定义 可 得 
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三 wpa=o (1.3.2) 


由 上 式 可 以 清楚 地 看 到 , 几 ( 必须 时 正 时 负 地 波动 ,否则 , 光 ( 划 的 积分 不 会 为 零 、 在 实际 应 用 
中 ,区 求 小 波 具 有 很 好 的 时 域 局 部 化 性 质 , 即 当 一 ' te 时 ,区 求 风 (日 速 降 至 零 ， 也 就 是 说 ,小 
波 是 持续 时 间 很 短 的 衰减 振 葛 , 它 在 时 域内 是 局 部 的 。 正 弦 波 也 时 正 时 负 地 波动 ,但 是 它 是 一 
种 等 幅 的 波动 ,在 时 间 上 是 无 限 的 , 它 显然 不 满足 (1. 3. 2) 式 “小 波 "不 是 指 其 波动 的 幅度 很 
小 ,而 是 指 其 持续 时 间 很 短 。 在 频率 域 , 同 桩 也 要 求 当 w-* te 时 , 必 (w) 速 降 至 零 , 这 也 是 容许 
条 件 (1.3. 1) 式 对 岁 (ww) 的 约束 。 再 注意 到 几 (0) =0, 可 见 几 (oo ) 为 一 带 通 滤波 器 的 频率 特性 。 
这 就 是 说 ,小 波 在 频 域内 也 是 局 部 的 。 小 波 在 时 域 和 频 域内 都 是 局 部 的 ,这 是 小 波 最 重要 的 特 
性 。 小 波 在 时 - 频 域 内 的 局 部 性 实际 上 是 其 能 量 在 时 - 频 域内 的 集中 性 。 
为 了 定量 描述 小 波 在 时 - 频 域内 的 局 部 性 ,定义 小 波 画 数 的 中 心 bo 和 标准 差 r 


= pp Payleco 
中 人 1D PayleoP (1.3.3) 
其 傅立叶 变换 风 (ow) 的 中 心 we 和 标准 差 rw 分 别 定义 为 
加 = 人 Mo) Paw/ 信 Co) 





























oo 人) Pdoyl(eo) 下 (13.4) 


to 和 ou 分 别 度量 小 波 的 中 心 和 时 间 宽 度 ,wo 和 rw 分 别 度量 带 通 滤波 器 风 (w) 的 中 心 频率 和 
带宽 。 

将 母 小 波 伸 缩 和 平移 之 后 得 到 的 函数 族 
沙 .人 =- 避 ( 人 (5 ae Re ER (1.3.5) 
称 为 分 析 小 波 。 式 中 s 为 伸缩 参数 或 尺度 参数 , 取 正 实数 。 当 “> 工时 , 沿 时 间 夫 方向 拉 伸 。 
当 e<1 时 , 沿 时 间 轴 方向 压缩 。 因 子 1/va 是 为 保持 伸缩 之 后 能 量 不 变 ,或 者 说 范 数 不 变 , 即 
中 4 人 (59 让 = lw 1。 为 平移 参数 ,可 以 取 任意 实数 。 实 际 上 ,窗口 傅立叶 变换 中 不 同 频率 
可 理解 为 正弦 函数 疏 密 程度 的 不 同 ,也 可 以 理解 为 是 沿 时 间 轴 的 伸缩 。 只 不 过 窗口 傅立叶 变 
黎 中 的 伸缩 和 平移 是 分 别针 对 正弦 函数 和 窗 冰 数 的 ,而 小 波 变换 中 伸缩 和 平移 都 是 针对 小 波 
函数 的 。 狗 上 2 中 ,中 间 波 形 为 母 小 波 V(5) ,其 对 称 中 心 位 于 0; 左 面 为 e=2,5 = -8 时 的 分 
析 小 波 ;右面 为 =1/2, 才 =5 时 的 分 析 小 波 。 

由 图 1.2 可 以 清楚 地 看 到 ,分 析 小 波 在 时 域 是 局 部 化 的 。 按 照 类 似 的 定义 ,分 析 小 波 
东 o(6 的 中 心 世 和 标准 差 er 为 




















六 = to +BiIt = aa (1.3.6) 


分 析 小 波 Wss( 昌 的 傅立叶 变换 风 s(w) =Vaytaw)e-, 它 仍然 是 一 个 带 通 滤波 器 , 也 就 是 
说 ,分 析 小 波 在 频 域 也 是 局 部 化 的 ,其 中 心 和 标准 差分 别 为 


oo ，_ Im 





《1.3.7) 


改变 尺度 参数 意味 着 带 通 滤波 器 的 中 心 频 率 o' 和 带宽 2% 都 在 调整 ,但 带 通 滤波 器 的 0 值 
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图 1.2 分 析 小 波 


2m'u/ao' 却 是 恒定 不 变 的 。 
对 任意 能 第 有 限 信号) < 已 (R) ,其 连续 小 波 变换 定义 为 
本 (ob = 上 三 KDA( 生 区 du = Wo rs(D》 (3.8) 


芭 





村 
式 中 性 叶 表 示 取 共 锯 。 可 以 看 到 ,连续 小 波 变 换 和 传统 的 伟 立 叶 变 换 及 窗口 修 立 叶 变 所 其 数 
学 扩 述 方法 是 类 伺 的 ,都 是 取信 号 和 入 画 数 的 内 积 。 这 些 变换 也 都 可 以 解释 为 信号 和 核 数 
相关 程度 的 度量 。 而 各 种 变换 的 区 别 在 于 选取 的 核 数 不 同 。 从 数学 形式 上 看 , 传 立 叶 变 换 
将 一 维 时 间 国 数 /映射 为 一 维 频 率 函数 F(w) ,所 以 傅立叶 亚 换 是 对 时 间 信号 的 频率 分 析 。 
窗口 傅立叶 变换 将 一 维 时 间 函 数 风 人 且 贡 为 二 维 数 Gu,z) ,是 对 时 间 信和 号 的 时 - 频 联 合 分 
析 。 交 似 的 ,小 波 变换 将 一 维 时 间 函 数 克 区 射 为 二 维 函 数 图 (e,b) ,也 是 对 时 间 信号 的 时 - 
频 联 合 分 析 。 由 于 连续 小 波 变换 是 技 积 分 形式 定义 的 ,所 以 又 称 为 积分 小 波 变换 。 由 于 
几 s( 昌 是 局 部 化 的 ,所 以 连续 小 波 变换 也 是 对 信号 在 时 间 域内 的 局 部 化 分 析 , 它 度量 了 信号 
在 某 个 分 大 的 变化 ,该 信 城 以 “为 中 心 , 宽 度 与 * 成 正比 。 实 际 上 , 当 尺度 区 向 于 零 时 ,小 波 变 
换 的 衰减 人 刻画 了 灰心 在 的 令 碟 内 的 正则 竹 。 这 一 性 质 在 有 变 检测 分 形 分 析 中 有 重要 的 
应 用 。 
如 定义 





= 工 | 
思 (6) = 二 ( 动 (1.3.9) 
则 连续 小 波 变换 可 以 写成 卷 积 形式 
四 一 由 _ 
同人 = 记 |ADE (二 下 -7* 克 (0 (3.10) 
也 就 是 说 ,连续 小 波 变 换 可 以 理解 成 信号 通过 冲击 响应 为 思 (9 的 系统 ,该 系统 的 频率 特性 为 
让 (oo) = VE (eco) 
它 是 一 个 带 通 滤波 器 ,其 中 心 频率 和 带宽 分 别 为 wu/a 和 2ye。 于 是 ,小 波 变换 也 可 理解 为 
信号 通过 带 通 波 波 器 。 
现在 可 以 清 想 地 看 到 ,连续 小 波 变换 确实 是 对 信号 在 时 - 频 域内 的 联合 分 析 。 所 以 仍然 可 
以 用 时 - 频 窗 来 形象 地 表示 小 波 变换 的 局 部 化 ,如 图 1.3 所 示 。 尺 度 e 决定 了 时 域 和 频 域 观测 


窗 的 大 小 , 即 观测 的 范围 或 者 说 尺度 。 而 变量 上 只 影响 时 城内 窗 的 位 置 。 所 以 积分 小 波 变换 
了 
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也 可 以 说 是 对 信和 号 的 时 间 - 尺 度 分 析 ,这 样 说 或 许 更 准确 一 些 。 当 然 斥 度 和 频率 确实 存在 着 一 
定 的 联系 ,但 在 许多 实际 应 用 中 这 种 联系 并 不 是 那么 明显 。 
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图 1.3 小 波 变换 的 时 频 窗 
在 小 波 变换 中 ,尺度 越 大 ,时 窗 越 宽 , 频 窗 越 宗 旦 频 窗 中 心 往 低频 方向 移动 e 越 小 , 则 





时 窗 越 罕 , 频 窗 越 宽 且 频 窗 中 心 向 高 频 方 向 移动 。 也 就 是 说 ,为 了 获得 信号 的 低频 信息 ,应 航 
较 长 时 间 的 观察 ,这 时 有 较 好 的 频 域 分 辩 率 。 而 做 短 时 间 的 观察 时 ,将 获得 信和 号 的 高 频 信息 ， 
这 时 有 较 好 的 时 城 分 辩 率 ,这 正 是 小 波 分 析 的 优良 性 质 。 人 们 将 小 波 变换 的 这 种 性 质 形象 地 
比喻 为 数学 显微镜 " 。 大 范围 地 观察 时 ,看 到 的 是 被 测 物 的 大 致 全 貌 ,这 时 提取 的 是 低频 信 
息 。 而 为 了 看 到 细节 (高 频 信 息 ), 则 必须 将 镜头 聚焦 于 感 兴趣 的 部 分 。 所 以 也 有 人 将 它 称 为 
小 波 变换 的 “变焦 "特性 。 由 于 带 通 滤波 器 的 @ 值 是 恒定 的 , 故 小 波 变换 也 相当 于 一 组 等 0 
滤波 器 。 中 心 频率 较 高 时 频率 分 辩 率 较 低 , 而 中 心 频率 较 低 时 则 有 较 高 的 频率 分 辩 率 。 

当时 间 - 尺 度 连 续 变 化 时 ,分 析 小 波 的 时 间 - 频 率 窗 覆 盖 整 个 时 间 - 频 率 平 调 。 可 以 预见 ， 
了 可 以 由 它 的 小 波 变换 觅 (a,2) 来 恢复 。 在 实际 应 用 中 ,大 多 数 小 波 都 是 实 函数 。 如 几 E 己 ( 丽 ) 
且 满足 容许 条 件 (1.3. 1) 式 , 则 可 以 证 明 :对 任意 fs 严 ( 有 ) , 均 有 


























AD = 十 矿 要 三 了 euws09 晤 (GL3.1D) 
由， 
及 
一 1 da 上 
贱 opPa = 2 KeODPSS (1.3.12) 











士 式 左边 是 信号 的 能 量 , 故 其 小 波 变换 的 模 的 平方 表示 了 信和 叶 能 量 在 时 间 - 尺 度 平 面 内 的 分 
布 ,因而 | WKe ,人 上 称 为 信号 的 尺度 谱 。 

在 Matlab 的 小 波 工 具 箱 中 ,两 数 ewt 可 以 实现 连续 小 波 变 换 。 图 1.4(a) .(b) 分 别 表示 出 
爱 品 音 污染 的 方 所 信号 及 其 连续 小 波 变换 。 由 于 一 维 们 导 的 连续 小 波 变换 是 尺度 参数 s 和 时 
间 平 移 参数 8 的 二 维 函 数 ,所 以 图 1.4(P) 中 横 轴 为 , 纵 轴 为 e, 小 波 变换 的 模 用 灰 度 表示 。 
在 信号 的 平坦 部 分 ,其 小 波 变换 的 模 很 小 , 故 灰 度 等 级 很 低 。 这 一 点 也 很 容易 从 小 波 变换 的 定 
义 (1,3.8) 式 看 出 , 当 信号 在 小 波 的 持续 时 间 内 不 变 或 变化 很 缓慢 时 , 妃 上 ) 可 从 积分 号 内 移出 ， 
由 于 分 析 小 波 的 积分 为 零 , 故 此 时 其 小 波 变换 的 值 为 零 或 很 小 。 在 信号 的 突变 部 分 ,其 小 波 变 
换 的 模 很 大 , 故 灰 度 等 级 很 高 ,对 应 图 中 的 亮 条 纹 。 由 这 个 简单 的 例子 不 难看 到 小 波 分 析 的 
时 - 频 局 部 性 。 同 时 应 注意 ,不 同 的 (“,) 值 一 般 对 应 不 周 的 小 波 变 换 值 用 (a,b) ,但 这 些 不 同 
8 
























































第 1 章 信和 导 的 时 间 - 频 率 分 析 











区 200 400 600 Ho0 To000 


| | 


I00 20 30 40 5S0 6 ?0 80 9%0o0 1000 





本 sj) 信号 ,(b) 连 纪 恋 横 
波 变换 值 We 四) 之 间 有 一 定 的 相关 性 ,这 就 增加 了 分 析 和 解释 小 波 变 换 的 困难 。 因 此 ， 
小 波 变换 的 元 余 度 诬 尽 可 能 减 小 , 它 是 小 波 分 析 中 的 主要 问题 之 
还 应 当 注 意 , 传 立 叶 变换 用 到 的 核 函 数 为 正弦 函数 ,具有 民 一 性 ,小 波 分 析 用 到 的 核 函数 
为 小 波 函 数 删 有 很 多 种 ,只 有 不 惟一 性 ,| 三 程 问题 用 不 同 的 小 波 秃 数 进行 分 析 有 时 结果 相 
痪 其 远 。 小 玻 璀 数 的 遍 用 是 小 被 分 析 总 用 中 的 一 个 难点 ,也 是 小 波 分 析 研究 的 一 个 热点 ， 
目前 往往 是 根据 通过 不 断 的 试验 ,对 兰 有 果 进行 对 比分 析 来 选择 合适 的 小 波 。 在 1.$ 节 


中 ,将 介绍 玫 使 用 的 小 波 


















1.3.2 连续 小 波 变换 的 性 质 [9,11 ] 


小 波 变 换 具 有 如 下 性 质 
性 质 1( 线性 ) 设 几 D =ag(0 + 有 kh , 则 
阿 [a,b) =aWgfa,h) +BRNTa ,0) 
性 质 21 平移 不 变性 ) 车 /JWy(a,6) , 则 -rr)Wrra-r)。 平移 不 变性 是 一 个 
很 好 的 性 质 ,在 实际 应 用 中 ,尽管 离 敬 小 波 变换 要 用 得 广泛 一 些 , 但 在 需要 有 平移 不 变性 的 情 
况 下 , 离 若 小 让 变 换 是 不 能 直接 使 用 的 

性 质 3( 伸缩 共 变性 ) 若 凡 D)**Wyra.b), 则 到 cDveLWroa ai) ,其 中 >0 


4 


性 质 4( 内 积 定理 ) 车 Ni)**Wyte,b) g()sv ggta,b 则 有 









记 站 (人 》= 二 (We Was (1.3.13) 


式 中 * 由 容许 条 件 (1 3.1) 式 定义 ， 内 积 定理 也 叫 Moyal 定理 。 右 边 的 内 积 基 对 a 和 放 的 双 
重 积 分 ,而 且 由 于 小 波 变 换 定义 式 中 e 以 倒数 形式 出 现 ,所 以 微分 为 du/ 。 这 样 便 可 写 出 内 
9 
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积 定理 更 具体 的 形式 
三 Fog GoE= 寺 三 要 六 本 w 有 88 (ec 邓 (1L3.14) 
_ 由。 
如 令 &g(0 = 扰 b) , 则 可 由 上 式 得 到 能 量 不 变性 表达 式 (1.3.12)。 
性 质 5( 宛 余 性 ) ”连续 小 波 变换 中 存在 信息 表述 的 完 余 度 。 尽 管 宛 余 的 存在 可 以 提高 信 
号 重建 时 计算 的 稳定 性 ,但 增加 了 分 析 和 解释 小 波 变换 结果 的 困难 。(1.3. 11) 式 意味 着 扎 
可 分 解 成 多 es(9 的 线性 组 合 ,其 系数 就 是 妃 5) 的 小 波 变换 。 由 于 几 ，( 昌 的 参数 ae 小 是 连续 变 
化 的 ,所 以 多 e( 归 之 则 不 是 线性 无 关 的 ,也 就 是 说 ,它们 之 中 有 "富余 "的 ,这 就 导致 团 (a,6) 
之 间 有 相关 性 。 具 体 来 说 ， 


同 obo) = 三 KDwam(D 
= 广 二 三 六 mepDyes 台 的 woa(Dd 


=- 广 卫 oo 人 (三 ww 国电 





= = 二 三 BCa 六 天 (aao ,550) 9e 业 





(1.3.15) 





其 中 
开 (@sap ,80) =《 术 。( 提 oao( 乓 》 (1.3.16) 

K(ayeo,8 bo) 称 为 再 生 核 , 它 度量 了 两 个 分 析 小 波光 ,s(9 和 风 。w(5) 的 相关 性 。(1.3. 15) 式 

表明 :在 (9,6) 平 面 上 一 个 特定 的 点 (ao ;bo ) 的 小 波 变换 耻 ( ao, 和 ) 都 要 受到 其 他 各 处 的 小 波 

变换 由 (ae,) 的“ 影响”, 再 生 核 度量 了 "影响 "程度 的 大 小 。 如 岂 ,( 旨 和 区 人 昌 正 交 , 再 生 

核 为 零 , 陪 (a, 世 对 Rao, 如) 没有 影响 。 

由 于 连续 小 波 变换 的 宛 余 性 ,并 不 是 每 个 更 (e,5) < 已 ( 尼 ) 都 是 某 个 已 (R) 函数 /的 小 波 

变换 , 当 且 仅 当 画 (ae,b) 满足 如 下 百 生 核 方程 

更 (oo 各) = za 三 KGesao 8)G(ab) 邮 


时 ,@(a, 才 是 某 个 亚 (RR) 画 数 了 的 小 波 变换 。 




















de 业 (1.3.17) 


1.4 离散 小 波 变 换 


在 连续 小 波 变 换 中 ,o 和 5 是 连续 变化 的 ,时 频 窗 在 时 频 乎 面 是 连续 移动 的 ,所 以 连续 小 
波 变 换 存在 信息 宛 余 。 不 难 理解 ,在 一 定 条 件 下 ,ae 和 刀 订 以 离散 化 而 不 丢失 信息 。 其 中 最 有 
意义 的 是 a 按 2 的 整数 次 寡 变 化 , 即 =2 jeZ 应 与 a 成 正比 , 故 取 记 =27mneZ, 即 按 步 长 
2 作 整 数 平移 。 尺 度 参数 和 平移 参数 离散 化 之 后 的 分 析 小 波 写成 
网 (CD = 23(22-m ne 《14.1) 
其 中 ,7 为 伸缩 参数 或 尺度 参数 ,n 为 沿 时 间 轴 的 平移 参数 , ) <0 表示 将 { 切 沿 时 间 轴 压缩 ， 
尺度 更 精细 ,平移 步 长 小 , j >0 表示 将 风 ( 昌 沿 时 间 辅 拉 伸 ， 尺度 更 粗糙 ,平移 步 长 大 。 
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将 (1.4.1) 式 代 人 连续 小 波 变换 表达 式 (1.3.8) 得 
ou = LUD is》 = 三 TCDDd 
om 实际 上 是 连续 小 波 变换 朵 (ea,0) 在 时 间 - 尺 度 平 面 的 离散 网 格 上 的 抽样 ,那么 经 过 抽样 以 后 
是 否 委 失 了 信息 呢 ? 换 名 话说, 是否 可 以 从 c,* 重 构 瑚 旨 呢 ? 这 个 问题 将 在 框架 理论 中 仔细 讨 
论 。 现 在 只 讨论 一 种 最 简单 但 却 最 重要 的 情况 , 即 母 小 波 岂 (经 二 进 伸缩 和 平移 得 到 的 函数 
族 | 网. (0 nez 构 成 严 (R) 的 正 交 规范 基 。 

如 小 波 函 数 族 构成 书 ( 丸 ) 的 正 交规 范 基 , 即 























《Cs 人 昌 》= 人 6 《1.4.2) 
风 任 意 /< 它 (R) 可 展开 为 正 交规 范 基 的 线性 组 合 
大 = > oo 《414.3) 
由 (1.4.2) 式 很 容易 求 得 展开 式 的 系数 
osD)》 = 广 AKCDd (4.4) 


上 式 定义 了 两 数 . 屹 25) 的 离散 小 波 变 换 , 而 式 (1. 4. 3) 则 是 离散 小 波 变换 的 反 变 换 ,e , 称 为 Fi) 
的 离散 小 波 变换 或 离散 小 波 系数 。 通 过 2 的 整数 次 蹇 伸缩 和 整数 平移 构成 正 交规 范 基 的 小 波 
称 为 正 交 小 波 。 必 须 注意 ,并 不 是 所 有 的 小 波 都 是 正 交 小 波 。 
由 (1.4.2) (1.4.3) 和 (1.4.4) 式 不 难 证 明 
人 Wo)= 广 Mol 人 = 了 lo (4.5) 
这 就 是 离散 小 波 变换 的 Parseval 定理 。 如 引入 范 数 的 定义 
ID1= VOD ol= wow = /> 1e 
则 (1.4.5) 式 也 可 写成 














IDo1= le (4146) 
这 实际 上 就 是 离散 小 波 变换 的 能 量 人 恒等式。 也 就 是 说 ,离散 小 波 变换 是 保持 范 数 不 变 的 映射 。 
如 时 间 信 号 经 过 变换 之 后 ,在 时 间 域 的 范 数 与 变换 域 的 范 数 相等 (或 带 一 常 系数 ) , 则 变换 未 
委 失 信息 ,存在 反 变换 。 在 正 交 基 的 条 件 下 ,变换 也 不 存在 信息 完 余 。 放 松 正 交 性 的 要 求 意味 
着 放松 能 量 便 等 条 件 ,在 第 2 章 框架 理论 中 将 详细 讨论 这 个 问题 。 
需要 强调 的 是 ,离散 小 波 变换 所 分 析 的 信号 仍然 是 连续 时 间 信 号 ,只 是 尺度 参数 和 时 间 平 
移 参数 离散 化 而 已 ,这 和 离散 傅立叶 变换 是 不 同 的 ,希望 不 要 因为 名 称 上 的 类 似 而 产生 概念 上 
的 混淆 。 另 外 也 不 要 因为 正 交 展开 式 在 数学 形式 上 的 类 似 ,把 离散 小 波 变换 和 傅立叶 级 数 在 
物理 概念 上 混 渗 起来。 傅立叶 级 数 是 对 周期 性 时 间 信 和 号 的 频谱 分 析 , 而 离散 小 波 变换 并 不 要 
求 信号 是 周期 性 的 。 
离散 小波 变 换 同样 也 是 对 信号 的 时 - 频 局 部 化 分 析 ,离散 小 波 系数 e ,中 了 表示 尺度 或 者 说 
频率 ,而 ”表示 时 间 。 由 于 小 波 在 时 - 频 域 才 是 局 部 化 的 ,所 以 对 那些 只 有 少量 快速 变化 点 或 
区 域 的 信号 而 言 ,只 有 少量 的 系数 较 大 ,而 其 他 系数 都 很 小 甚至 为 零 , 尤 其 对 暂 态 的 , 非 平稳 的 
信 叶 更 是 如 此 。 这 也 是 小 波 分 析 成 功 应 用 于 数据 压缩 ,去 胎 和 信和 叶 检 测 的 根本 原因 。 
对 于 离散 小 波 变换 的 计算 ,存在 快速 算法 , 即 第 3 章 将 要 介绍 的 Mallat 算法 。 在 Matlab 的 
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图 1.5 离散 小 波 变换 

小 波 工 具 箱 中 , 丙 数 dwt 可 以 用 来 实现 离散 小 波 变换 ,但 是 它 只 能 实现 原始 信号 的 单 级 分 解 。 
原始 信号 可 能 是 实际 模拟 信号 的 离散 抽样 ,也 可 能 它 本 来 就 是 离散 的 数字 序列 。 通 常用 =0 
表示 原始 信号 的 尺度 ,dwt 将 原始 信号 分 解 为 两 部 分 , 分 别称 为 逼近 系数 和 细节 系数 ,它们 的 
长 度 均 为 原始 信号 的 一 半 。 细 节 系 数 就 是 下 一 个 较 粗糙 的 尺度 7 = 1 时 的 离散 小 波 系数 。 用 
两 数 wavedec 实现 离散 小 波 变换 时 , 则 可 对 原始 信和 叶 进 行 多 级 分 解 。 疼 1.5 就 是 用 函数 wave- 
dee 实现 离散 小 波 变换 的 结果 。 图 1.5(a) 为 原始 信号 ,信号 中 混 有 队 音 ,而 图 1.5(b) .(e)、 
5d) 分 别 表示 7j= 1.2.3 时 的 离散 小 波 系 数 。 机 轴 为 时 间 参 数 =, 纵 轴 为 信号 幅度 或 离散 小 波 
系数 的 幅度 。 由 图 1.5 可 以 看 到 ,在 信号 幅 值 发 生 突变 时 ,离散 小 波 系数 的 模 较 大 ,这 就 生动 
地 说 明了 确实 可 以 用 小 波 变 换 实现 信号 的 奇异 性 检测 。 如 果 选 到 一 个 适当 的 盖 值 ,只 保留 模 
大 于 该 益 值 的 小 波 系 数 ,而 将 其 他 小 波 系数 的 值 置 零 ,就 实现 了 信号 的 数据 于 缩 和 去 嗓 。 














1.5 常用 小 波 函数 











小 波 分 析 中 用 到 的 小 波 函 数 有 很 多 种 ,其 有 不 惟一 性 。 但 小 波 分 析 在 工程 应 用 中 ,一 个 十 
分 重要 的 问题 是 最 优 小 波 基 的 选择 。 
以 下 介绍 几 个 描述 小 波 特性 的 基本 概念 : 
1) 支撑 宽度 :小 波 函 数 在 时 域 是 局 部 化 的 , 即 当 太 -> + 上 om 时 沙 ( 归 速 降 至 零 。 如 果 一 个 小 
波 在 某 个 有 限 持续 时 间 之 内 是 衰减 振 萝 的 ,而 在 此 持续 时 间 外 为 零 , 则 称 这 样 的 小 波 是 紧 支撑 
的 ,持续 时 间 的 长 度 就 称 为 该 小 波 的 支撑 宽度 。 例 如 哈 尔 小 波 和 Daubechies 小 波 就 是 紧 支 撑 
]12 
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的 。 而 某 些 小 波 仅 当 二 + 上 om 时 , 才 趋 于 零 ,这 些小 波 就 不 是 紧 支 撑 的 ,例如 墨西哥 幅 小 波 和 
Meyer 小 波 就 是 这 样 的 小 波 。 对 这 样 的 小 波 就 只 能 定义 其 等 效 支 撑 宽 度 。 

2) 正 交 性 :有 些小 波 经 过 二 进 伸缩 和 平移 构成 妖 ( 员 ) 空 间 的 正 交 基 , 这 些小 波 被 称 为 正 交 
小 波 。 例 如 险 尔 小 波 和 Daubeehies 小 波 .symlets 小 波 .coiflets 小 波 都 是 正 交 小 波 ,而 且 它 们 都 
是 紧 支 撑 的 。 但 并 不 是 所 有 的 小 波 经 过 二 进 伸缩 和 平移 部 能 构成 严 ( 丸 ) 空 间 的 正 交 基 , 这 些 
小 波 就 是 非 让 交 的 。 例 如 墨西哥 帆 小 波 和 高 斯 小 波 都 是 非 正 交 小 波 。 

3) 对 称 性 ;如果 小 波 函 数 关于 某 一 点 对 称 或 反对 称 , 则 具有 对 称 性 。Daubechies 已 经 证 明 
除 哈 尔 小 波 外 ,所 有 上 紧 支撑 的 正 交 小 波 都 不 可 能 是 对 称 的 。 墨 西 哥 帽 小 波 ,高 斯 小 波 和 Meyer 
小 波 是 对 称 的 ,而 Daubechies 小 波 则 是 非 对 称 性 的 。 

4) 正则 性 ( Regularity ) :正则 性 是 用 来 描述 函数 光滑 程度 的 。 一 个 时 间 郑 数 越 光 滑 , 当 
一 tx 时 ,其 傅立叶 变换 衰减 越 快 。 所 以 时 间 函 数 的 整体 正则 性 可 由 其 傅立叶 变换 训 减 的 快 
慢 程 度 来 度量 。 如 扎 的 情 立 叶 变 换 满足 

六 oilGrlepreao ct (eeo (5.1 


则 称 灰 号 正则 性 为 c, 记 为 fe C"。 当 ca 为 整数 时 , 头 是 wx 次 可 微 的 。 

例如 Meyer 小 波 是 无 限 正则 的 , 它 无 限 可 微 ,非常 光滑 。 般 来 说 ,支撑 宽度 越 宽 ,小 波 也 
就 越 光滑 。 如 六 阶 Daubechies 小 波 吗 w 的 支撑 宽度 为 2W -1, 具 有 阶 消失 矩 , 当 叉 较 大 时 ， 
其 正则 性 约 为 0.2mV。 

5) 消失 矩 :消失 和 抢 是 衡量 小 波 性 质 的 一 个 很 重要 的 参数 。 小 波 的 上 阶 矩 定义 为 如 下 积分 
形式 : 








三 eyou 
如 小 波 的 0 阶 、1 阶 、 直 到 天 -1 阶 矩 为 0, 苑 
三 wpu =0，8 = 0.1 大 -1 (1.5.2) 
则 称 小 波 区 (9 具 有 下 阶 消失 矩 。 由 傅立叶 变换 的 性 质 ,上 式 在 频率 域 的 形式 为 
dz(o| -0 -0 K-1 (1.5.3) 
do 名 0 





一 般 来 说 ,比较 高 的 消 拓 扎 意味 着 小 波 在 时 域内 振 葛 次 数 的 增加 及 频 域内 更 好 的 局 部 性 。 
对 很 多 类 型 的 信号 来 说 ,在 一 定局 部 时 间 范 围 内 都 能 用 适当 次 数 的 多 项 式 很 好 地 逼近 。 
设 信号 /在 区 间 ( - 刀 ,如 + 和 上 天 阶 可 生 , 则 大 -1 次 泰勒 多 项 式 
天 -1 天 三 
PCD) = 电 志 0 一 
是 在 区 间 (oo -和 ,5 + 廊 内 对 广 很 好 的 逼近 , 通 近 误 郑 


忆 -AD -PUD = 人 0 -ac est -+ 有 





满足 
上 一 入 un 
| 所 而 Sup| (有 |， 才 荆 《名 一 再 名 十 邦 》 


若 小 波光 ( 昌 具 有 天 阶 消失 和 矩 , 信 号 在 mn 的 连续 小 波 变换 为 
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Wo = 人 各 上 oo 人 9w ov 
_ 号 站 普 ( 人 三。 xp(x)dx + 二 ReCOy( 一 外 
-上 Rod 人 二 jdz 
可 -。 
从 而 有 


mesa)1s cf xp(od 
可 见 ,小 波 消 失 抵 越 高 ,小 波 灾 换 由 值 为 零 或 很 小 的 越 多 ,所 以 消失 抵 高 的 小 波 有 利于 数据 压缩。 
下 面 是 几 种 实际 中 经 常 使 用 的 小 波 ， 
1 黑 西 耕 幅 小 波 : 墨 西 哥 机 小 波 定 义 为 高 斯 函数 的 一 阶 导 数 ,如 图 1. 6 所 示 。 这 种 小 波 
被 最 先 用 于 计算 机 视觉 中 的 多 尺 放 边 缘 检 测 。 规 范 化 的 黑 西 哥 相 小波 解析 表达 式 是 ; 



































图 1.6 墨西哥 贝 小 波 





-2 二 已 
VCO = 7 -有 (二 - ep( 起) (1.5.4) 
2) 复 Monlet 小 波 : 复 Morlet 小 波 是 具有 高 斯 包 络 的 复 小 波 
妈 () = -ee (1.5.5) 
了 TC 
其 傅 立 时 变换 为 
(oo) = (1.5.6) 


在 信 导 处 理 中 ,如 一 个 函数 的 傅 立 时 变换 对 所 有 负 频 率 均 为 0, 则 称 此 函数 为 解析 两 数 。 当 
ao >5Ao 时 ,对 于 负 频 率 w <0, 复 Morlet 小 波 的 傅立叶 变换 帮 (w) =0 ,这 时 复 Morlet 小 波 近似 
为 一 个 解析 函数 。 

3)D0G 小 波 :DOG 小 波 为 两 个 不 同 尺度 的 高 斯 函数 之 差 , 其 解析 表达 式 和 伟 立 叶 变换 为 














4(0) = ee 时 - 二 (1.5.7) 
下 (oj) = ve 全 -eaw) (1.5.8) 


4》 Daubechies 小 波 : 它 是 著名 数学 家 Danbechies 构造 的 紧 支 正 交 小 波 , 它 没有 具体 的 解析 
14 
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表达 式 。 如 图 1.7 所 示 ,Daubechies 小 波 是 不 对 称 的 。 


1.5 r 


站 











图 1.7 db4 小 波 

5)Symlets 小 波 :W 阶 Symiets 小 波 表 示 为 symN, 它 也 是 由 Daubechies 构造 的 紧 支 正 交 小 

波 , 也 没有 具体 的 解析 表达 式 。 严 格 说 ,Symlets 小 波 也 不 对 称 , 但 与 Daubechies 小 波 比较 , 它 
更 接近 对 称 , 如 图 1.8 所 示 。 





























赂 1.8 symg 小 波 
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框 加 可 以 看 成 正 交规 范 基 的 推广 。 在 离散 小 波 变换 中 , 正 交 小 波 经 二 进 伸缩 和 平移 形成 
的 丙 数 族 | 几 ,jvsz 构 成 忆 ( 妖 ) 的 正 交 规范 基 , 可 以 用 内 积 系数 1 凡 几 。)》 sz 完全 描述 信号 。 
这 时 信和 羡 在 时 间 域 和 变换 域 的 能 量 存在 便 等 关系 ,意味 着 经 过 变换 之 后 既 没 丢失 信息 ,也 没有 
信息 宛 余 。 一 旦 放松 正 交 性 要 求 ,就 意味 着 放宽 能 量 便 等 条 件 , 这 就 是 现存 要 讨论 的 框架 理 





论 。 








在 平方 可 积 责 数 空间 中 ,框架 是 一 族 丙 数 | 由 es, 其 中 1 可 以 是 单 重 也 可 以 是 多 重 指标 ， 
指标 集 了 可 以 是 有 限 也 可 以 是 无 限 的 ; 它 由 内 积 系数 jd, ],。, 刻 画 信号 ,框架 理论 研究 信号 表 


示 的 完全 性 ,稳定 性 与 宛 余 狂 。 在 框架 理论 中 ,将 引出 对 偶 框 架 |$,i ,。y, 当 用 框 则 作 信和 叶 分 解 
时 ,可 由 其 对 倡 框架 实现 信号 重 构 ; 也 可 用 对 偶 框 黑 作 信号 分 解 ,由 框 黑 实现 信号 重 构 , 即 框架 
和 其 对 偶 框 架 是 互 为 对 偶 的 。 由 此 可 见 , 正 交规 范 基 只 不 过 是 框 欣 的 一 种 特殊 情况 ,其 对 偶 框 
架 就 是 它 本 身 , 即 正 交 规范 基 是 自 对 偶 的 。 本 章 将 用 框架 理论 研究 信号 的 二 进 小 波 变换 。 连 
续 小 波 变换 具有 平移 不 变性 ,但 离散 小 波 变换 不 是 平移 不 变 的 , 这 会 在 模式 识别 的 应 用 中 引起 
困难 。 二 进 小 波 只 对 连续 小 波 变换 的 尺度 参数 采样 ,时 间 参 数 仍然 是 连续 的 ,所 以 保持 平移 不 
变 住 。 在 计算 机 视觉 中 ,二 进 小 波 变 换 被 用 于 纹理 识别 与 边缘 检测 。 


















































2.1 基 


在 引入 框架 概念 之 前 ,有 必要 先 简要 介绍 基 \ 正 交 基 和 Riesz 基 。 
2.1.1 基 


定义 2. 1 在 矢量 空间 7 了 中, 设 有 一 线性 无 关 的 矢量 集 |e|,。y, 属 于 了 的 每 个 矢量 了 均 可 
表示 为 a 的 线性 组 合 














y= ce VsyY (11) 
5 


且 对 任 一 特定 的 户 系 数 集 | cj 是 惟一 的 , 则 称 矢 量 集 f eic 为 矢 基 空间 了 的 基 , 或 基底 。 
(2.1.1) 式 中 的 7 可 以 是 单个 指标 ,也 可 以 是 多 个 指标 的 集合 ;J 是 任意 维 指 标 集 。 
16 
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定义 2.2 在 Banach 空间 中 的 基 fe| -如 > cei 的 收敛 仅 取决 于 |c| , 则 称 为 无 条 
5 


件 基 。 

这 非常 类 似 于 数字 序列 的 绝对 收敛。 无 条 件 基 意 味 着 无 穷 级 数 的 收敛 与 各 项 求 和 的 顺序 
无 关 ,这 在 小 波 分 析 中 有 非常 重要 的 意义 。 对 很 大 一 类 信和 号 而 言 , 只 有 少量 的 小 波 系 数 的 绝对 
值 很 大 ,也 就 是 说 ,信号 在 小 波 变换 域 的 能 量 高 度 集中 。 这 意味 着 可 以 用 少量 幅 值 较 大 的 小 波 
系数 很 好 地 逼近 信和 号, 从 而 实现 数据 压缩 与 去 噪 。 


2,. 1.2 正 交 基 





定义 2.3 在 Ililber 空间 如 的 基底 ;el,-y 中 ,如 作 意 两 个 不 同 的 矢量 王 交 , 印 
《eyekt》=0， Wiz 
则 称 | etj ie 为 正 交 基 。 如 正 交 基 中 所 有 矢量 的 范 数 均 为 1, 即 





lel=1，ze7 
则 称 其 为 正 交 规范 基 。 
对 正 交 规范 基 , 其 正 交 性 与 规范 性 表示 为 

《eet》=B (2.1.2) 
对 线性 组 合 表达 式 (2. 1. 1) 两 边 求 内 积 可 得 线性 组 合 表达 式 的 系数 - 

cr=《Pe) (2.1.3) 
也 就 是 说 ,对 正 交 规范 基 而 言 ,线性 组 合 表达 式 的 系数 。 很 容易 计算 , 它 等 于 待 展开 的 矢量 
与 相应 基 矢 量 。 的 内 积 ,这 是 正 交 规范 基 的 一 大 优点 。 将 (2.1.3) 代 人 (2.1.1) 可 得 


了 = 之 (Pet)e， YAe 克 《2.1.4) 


可 以 看 到 ,对 矢量 进行 分 解 和 重 构 都 用 的 是 同一 正 交 规范 基 , 这 是 正 交规 范 基 的 另 一 特点 。 将 
(2. 1.4) 式 是 边 对 A 求 内 积 得 








中 = 之 |APey 忆 = 之 ee (2.1.5) 
这 就 是 正 交 展 开 的 能 量 恒等式 , 它 是 正 交规 范 基 的 又 一 特点 。 

例 2. 1 三 维 欧 儿 里 德 空间 尺 的 正 交 规范 基 。 

在 三 维 欧 几 里 德 空间 尺 中 ,两 个 矢量 的 内 积 就 是 它们 的 点 乘积 。 沿 3 个 相互 垂直 的 坐标 
轴 x,y,z 取 3 个 相互 垂直 的 单位 长 度 矢量 这 了 , 天 ,它们 构成 到 的 正 交 规范 基 。 从 坐标 原点 到 
三 维 空间 中 任 一 点 的 矢量 均 可 表示 为 


P= 迪 + 好 + 状 

















其 中 ,内 积 系数 
xi =,y= 了 -了 = 天 
正 是 该 点 的 坐 祭 念 。 可 以 看 到 ,展开 式 的 系数 很 容易 计算 ,它们 是 被 展开 的 矢量 与 对 应 基 
矢量 衬 了 了 汰 的 内 积 。 
例 2.2 傅立叶 级 数 。 
正 交 规范 基 在 信号 处 理 和 图 像 处 理 的 各 种 正 交 变 换 中 获得 了 广泛 的 应 用 ,例如 众所周知 


的 傅立叶 级 数 。 对 周期 为 7。 的 任意 周期 函数 护 D) < 书 [0, 轧 ] ,函数 族 {eww/ v 而 } 构成 
17 
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应 





正 交 规范 基 , 其 中 oo =2m77 为 基 波 频率 。 显 然 
1 oo- 工人 womendl = 
去 oemof 》 一 元 eurdl = 6 


也 就 是 说 ,不 同 频率 的 各 次 谐 波 是 相互 正 交 的 。 这 时 半期 信号 的 线性 组 合 表达 式 就 是 傅立叶 
级 数 





XRD = 三 oem 
其 中 的 内 积 系 妾 正 是 傅立叶 系数 
ce = 让 Ce) = 站 ADOewvd 


它 度 量 了 信号 各 次 谐 波 分 量 的 幅度 和 相位 信息 。 应 再 一 次 注意 到 ,展开 式 的 系数 很 容易 计算 ， 
它们 是 被 展开 的 矢量 大 忆 与 对 应 基 撩 量 的 内 积 。 

例 2.3 离散 小 波 变换 。 

在 离散 小 波 变换 中 , 正 交 小 波 经 二 进 伸缩 和 平移 形成 的 函数 族 [%i,j sz 是 刁 (R) 的 正 交 
规范 基 , 内 积 系数 |( 妃 加 | eez 可 以 理解 为 连续 小 波 变换 在 时 间 - 尺 度 平面 的 离散 网 格 上 的 
采样 , 它 描述 了 信号 在 这 些 离散 网 格 点 附近 的 时 频 窗 内 的 信息 。 

在 小 波多 分 辨 率 分 析 中 ,将 引 和 人 尺度 函数 。 和 小 波 函 数 类 做 ,尺度 函数 经 二 进 伸缩 和 平移 
构成 它 线性 张 成 的 函数 空间 的 正 交 规范 基 。 

定义 2.4 设 由 (0 e 严 (R) ,如 通过 整数 平移 形成 的 通 数 族 1$(t - mn) | ,-z 满 足 

《人 (一人 人》 = BE (2.1.6) 
则 称 !$(# -m) } ez 是 一 个 正 交 规范 基 。 

下 面 的 定理 给 出 了 在 频 域 内 某 一 函数 整数 平移 形成 的 函数 族 构 成 正 交 规范 基 的 充分 必要 
条 件 。 

定理 2.1 (5)e 居 (R) 通 过 整数 平移 形成 的 丽 数 族 1(t - n) | 。。z 构 成 正 交规 范 基 ， 

当 且 仅 当 














六 1@(o +2mf)| =1，Ywe 玉 (2.1.7) 
4 
或 
去 一 18(o) jedo =8，1 es 也 (2.1.8) 
证 明 事实 上 ,(2.1.6) 式 等 价 于 
《( 昌 ,由 (人 》= 8，Te 了 Z (2.1.9) 


根据 Parvmof 定理 ,有 
《4084-D)》 = 三 9 和 -Du = 下 三 和 ao6(o)endo 


= 去 本 | 有 (oo) ze“do = 六 


(2.1.8) 式 得 证 。 令 上 式 中 !L=0, 义 有 
(2k+1) 人 
1 4 


1 
元 上 18(o) Paw = 款 三 4 |?dw 
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1 起 | 
= 二 [io 二 1g(o +2m8)1 = 1 
从 而 ,有 立 1$(o + 2mf) 7 = 1 ,这 正 是 (2.1.7) 式 。 
6 


2.1.3 Riesz 基 


在 信号 处 理 中 ,选择 了 一 组 基 , 就 意味 着 用 系数 集 去 刻画 信号 的 特征 。 在 傅立叶 级 数 中 ， 
傅 空 叶 系数 度量 了 信号 各 次 谐 波 分 量 的 幅度 和 相位 信息 。 在 离散 小 波 变 换 中 ,小 波 系数 给 出 
了 信号 在 时 间 尺 度 平面 上 离散 网 格 点 附近 的 时 频 信 息 。 正 交规 范 基 对 信和 号 的 刻画 没有 信息 
郊 余 ,在 信号 处 理 和 图 像 处 理 的 各 种 正 交 变换 中 获得 了 广泛 的 应 用 。 如 果 放 松 对 正 交 性 的 要 
求 ,就 可 以 用 更 多 的 方式 去 描述 信号 。 这 正 是 本 章 要 讨论 的 框架 。 在 讨论 框架 之 前 , 先 介绍 在 
小 波 分 析 中 很 重要 的 Riesz 基 。 
在 无 穷 维 空间 中 ,如 果 前 弱 正 交 性 的 要 求 ,那么 必须 加 上 一 个 部 分 的 能 量 等 价 式 以 保证 基 
的 稳定 性 . 
定义 2.5 ” 称 矢量 集 |eje 是 Hilhert 空间 所 的 一 个 Fiesz 基 , 如 果 它 是 线性 无 关 的 , 且 存 
在 0<4 和 中 < +m 使 得 对 任意 的 Ae 百 ,总 可 找到 fc- 满足 
了 = 之 ce Yes 卫 (2.1.10) 














且 
4 < 之 ie 大 呈 AP 421110) 
当 4=8=1, 且 je =1 时 ,Riesz 基 就 是 正 交 规范 基 。 可 见 Riesz 基 的 条 件 比 正 交 规范 基 
弱 。-- . 般 来 说 ,(2. 1 10) 式 中 的 系数 c zce yy。 
定理 2.2 6(i < 到 ( 尽 ) 通 过 整数 平移 形成 的 函数 族 10(t -nm)} ,zx 是 它 生 成 的 空间 的 
Riesz 基 , 当 且 仅 当 存在 0<4 和 中 < + ,使 得 
计 < 工 16(o +2mbDP < 十 ，YoeR (2.1.12) 
证 明 由 于 16( 一 za)| .ex 是 它 生 成 的 空间 的 hiesz 基 , 则 属于 该 空间 的 任意 函数 头 ) 可 
分 解 成 





RD = > cm8(- 同 


对 上 式 两 边 做 傅立叶 变换 ,得 
ao) = C(o)6(w) 
其 中 ,C(w) 是 系数 序列 c(n) 的 傅立叶 变换 , 它 是 2 的 周期 机 数 ,有 满足 如 -F Plancherel 定理 


le = 站 三 cto) Paa (2.1.13) 
应 用 Plancherel 定理 , 克 纺 的 范 数 可 等 成 
HP = 志方) Pae = 去 三 1co) PICo) Paw 


= 去 三 toictw) 三 Jo +2mb 
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如 (2.1. 12) 式 成 立 , 则 由 上 式 可 得 
al < 了 JiccoyPao salh 
将 (2.1. 13) 式 代入 上 式 ,可 得 
amP < 三 lc(OPs 可 让 


这 就 证 明了 #16(t -z)1 <z 确 实 是 它 生 成 的 空间 的 Riesz 基 。 
2,.1.4 正 交 化 


定理 2.3 如 6(4) es 性 ( 丸 ) 通 过 整数 平移 形成 的 两 数 族 18(# -有 | ez 不 是 正 交 规范 基 , 刚 
可 以 通过 
和- 一 seo (2.1.14) 
[ 于 15(o + 2n0) P] 


得 到 由 (9 < 居 ( 有 ) , 它 整数 平移 形成 的 本 数 族 1$(: -有 1xez 是 正 交规 范 基 。 
实际 上 ,由 十 式 很 容 易 得 到 
了 | 人 wo +2m8) 上 
六 有 = 二 一 =1 
errD 人 1 
了 
由 定理 2. 1 知 , 由 ( 缚 整数 平移 形成 的 函数 族 确 实 是 正 交 规范 基 。 


2.2 框 架 


如 前 所 述 , 苦 函数 族 {d(5 je 是 书 (RR) 的 正 交规 范 基 , 则 任意 信号 厌 ) < 灵 (R) 均 可 表 
示 为 正 交 规范 基 的 线性 组 合 
不 站 = > < 六 和 > 由 ( 昌 (2.2.1) 


丰 


也 就 是 说 ,可 以 用 内 积 系 数 集 |( 广 由 jcy 去 刻画 信和 号。 而且 用 内 积 系数 集 去 描述 信号 特征 
时 ,没有 丢失 信号 的 信息 ,因为 可 以 用 内 积 系 数 集 按 (2. 2. 1) 式 重 构 信 号 。 这 称 之 为 趟 交规 范 
基 的 完全 性 由 于 正 交规 范 基 是 线性 无 关 的 ,所 以 不 存在 信息 宛 余 。 
框架 林 以 理解 为 正 交 规范 基 的 推广 。 具体 地 说 ,框架 是 Hilbert 空间 羡 的 一 个 矢量 族 
1 风 本 7 但 一 般 来 说 , 它 是 线性 相关 的 。 吾 可 以 是 平方 可 积 的 丙 数 空间 已 () ,也 可 以 是 其 他 
类 型 的 Hilber 空间 。 但 在 小 波 分 析 中 ,最 感 兴趣 的 当然 是 鼠 为 好 (8R) 的 情况 。 框 架 是 用 内 积 
系数 集 久 由 ?|e, 去 表征 凡 所 以 框架 理论 涉及 如 下 问题 : 
1) 完全 性 :用 内 积 系数 集 去 表征 了 时 ,不 应 于 失信 息 。 实 际 上 , 当 框 架 线性 相关 时 ,存在 信 
” 意 元 余 ,所 请 的 框架 界 常数 度量 了 信息 宛 余 的 程度 。 
2) 重 构 : 在 具有 完全 性 的 前 提 下 ,可 以 由 内 积 系数 重 构 广 框架 理论 引入 了 对 借 框 加 


1$, 和 任意 fe 刀 均 可 表 朱 为 
20 
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了 = 己 《六 由 9， (2.2.2) 

也 就 是 说 ,可 以 用 框 损 对 了 进行 分 解 ,而 用 其 对 偶 框架 实现 重 构 。 而 且 框架 及 其 对 偶 框 扣 
是 互 为 对 偶 的 , 即 任意 .Je 妃 也 可 表示 为 

三 = 启 人 由 (22.3) 

3) 稳 定性 :可 以 找到 一 个 数值 稳定 的 算法 ,由 内 积 系数 去 计算 /这 就 要 求 内 积 系数 有 一 


定 误差 ( 如 量化 误差 ) 时 , 重 构 的 了 不 至 偏离 太 大 。 
这 三 个 问题 实际 上 是 相互 关联 的 。 下 面 从 框架 的 定义 着 手 来 讨论 这 些 问 题 - 


2.2.1 框架 的 定义 及 框架 算 子 
定义 26 在 下 lber 空间 中 的 一 族 矢 量 | 由 上。, 称 为 一 个 框架 , 若 存在 两 个 正常 数 4 和 悍 ， 


0<4 和 了 < +am ,使 得 | 由 | 满足 
4 下 友之 |(AdyPsBAP,YAs 焉 (2.2.4) 


和 





其 中 4,8 称 为 框 点 界 。 
若 4 = 中, 称 之 为 紧 框 架 。 若 4 = 中 = 1, 且 ld 让 =1 ,那么 框架 就 是 正 交规 范 基 。 这 - - 
结论 很 容易 证 明 , 令 (2. 2.4) 式 中 F= 加 , 则 有 
ld = 名 1 和) 上 = 外 玉 + 记 入 和 由 > 


1 


由 于 je 全 = 1 14 直 =1, 故 上 式 中 互 | 各, 和 》 下 =0。 这 意味 着 :当天 时， 各, 血 》=0。 邵 


2 


构成 框架 的 矢量 是 两 两 正 交 的 。 可 见 正 交 规范 基 是 框架 的 -- 种 特殊 情况 。 

内 积 系数 是 一 个 数字 序列 , 故 (2. 2. 4) 式 中 已 上 态 血 ) 上 表示 该 数字 序列 的 范 数 的 平方 。 
所 以 ,框架 定义 了 -~ -种 能 量 约束 条 件 , 可 以 从 两 方面 来 理解 它 ， 

划 正 变换 的 连续 性 :如 了 与 & 很 接近 , 则 上 六 9 用。 也 必定 与 4g, 四 ) is 很 接近 。 由 
(2.2.4) 式 ,有 

疡 | 各)》 -es 生 BF-eP 

当 / 无限 接近 8 时 ,上 式 右边 赵 近 于 0, 从 而 | (大 加 | 无限 接近 jg 由 > 

2) 重 构 的 连续 性 : 当 长 几 由 )1ey 与 1 如 , 罗 ?1 十 分 接近 时 ,与 g 也 十 分 接近 。 由 
(2.2.4) 式 ,有 
4 尼 - ee 总 | 六 各》 一 《8 由 


当 |( 轧 和》 je 无限 接 近 1 (8 ,由 | < 时 ,上 式 右边 趋 近 于 0, 从 而 /无 限 接近 g。 重 构 的 连续 性 
实际 上 保证 了 重 构 数 值 算法 的 稳定 性 。 

下 面 继续 讨论 框架 理论 时 ,将 引 人 算 子 这 一 抽象 的 数学 描述 。 简 单 地 说 , 算 子 实际 上 是 一 
类 运算 规则 的 符号 简化 表示 , 它 体现 了 运算 规则 的 共性 ,但 模糊 了 具体 运算 类 别 包含 的 物理 意 
义 。 在 小波 分 析 中 ,Hitber 空间 如 为 平方 可 积 的 函数 空间 亚 (R) ,所 以 在 解释 某 些 拖 象 的 数 
学 描述 时 ,常常 以 此 为 例 ,以 便 理 解 。 

首先 引入 对 称 算 子 的 定义 :对 任意 的 fe 忌 , 若 3 了 和 罗 了 仍 属 于 豆 , 则 称 玉 和 罗 为 吾 上 的 
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对 称 算 子 。 当 王 为 已 ( 吕 ) 时 , 算 子 了 和 恩 均 表示 对 函数 成 ) 进 行 某 种 数学 运算 ,其 运算 结果 
F 和 了 仍然 是 画 数 。 若 (7 六 三 ( 裤 记 , 则 不 等 式 可 表示 为 卫生 隐 。 算 子 比 较 大 小 本 来 
是 很 抽象 的 ,但 将 不 等 式 轴 反 刀 的 意义 理解 为 ( 开 六 户 反 人 环 户 P, 就 比较 具体 了 。 
由 框架 的 定义 可 以 看 到 ,框架 实际 上 定义 了 -- 个 从 五 到 已 的 轴 射 ,框架 算 子 了 定义 为 : 
《20，= ( 凡 各 )》, 即 将 任意 的 /e 瑟 映射 为 一 个 平方 可 和 的 序列 |《 凡 自 >| sy 表示 为 
T: 妆 (RD 一 天 ( 太 
如 和 为 了 的 伴随 算 子 , 则 对 任意 的 ,Fe 五 和 任意 的 C= icliereE(]), 有 
《707》 =《1C)》 (2.2.5) 
这 意味 着 C= Zr e 刀 .用 六 :( 们 一 下 记 之 。 当 月 为 天 (如 ) 时 ,7 将 任意 的 平方 可 和 序 
列 映射 为 -个 平方 可 积 的 函数 。 
显然 ,7 了 是 一 个 吾 上 的 对 称 算 子 。 因 为 对 任意 的 ,Ae 五 ,有 


宝 下 = 人 和 sy = 疡 CA 人 由 (2.2.6) 
将 上 式 两 边 与 / 求 内 积 可 得 
《TI = 疡 (和 = 记 人 站) (2.2.7) 
这 就 意味 着 定义 框架 的 不 等 式 (2. 2. 4) 式 可 以 与 为 
1 TB (2.2.8) 


其 中 , 瑚 为 恒 等 算 子 。 上 式 说 明 ,对 称 算 子 六 耻 是 正 有 界 的 线性 算 子 , 且 有 一 个 严格 正常 数 下 
界 。 故 可 定义 其 递 算 子 (7 玉 -, 它 也 是 吾 上 的 对 称 算 子 上 且 满 足 如 下 不 等 式 
好 -和 (和 1 4 (2.2.9) 

可 以 验证 :如 一 有 界 算 子 S 具有 一 有 界 道 算 子 S…, 且 8 是 自 伴 算 子 , 即 S" = 5, 那 么 
(3S”) ”=S”, 即 邀 算 子 也 是 自 伴 算 子 。 根 据 框 架 算 子 及 其 伴随 算 子 的 定义 很 容易 证明， 
< 和 > =< 条 玉 g>, 即 {( 生 四 ”= 了 7 也 就 是 说 7 了 是 自 伴 算 子 。 于 是 ,(7 也 -出 
是 自 伴 算 子 , 即 (P( 六 站 8) =((77) egy。 

2.2.2 ”对偶 框架 


定义 2.7 定义 








和 = (1 由 (2.2.10) 


那么 ,| g$ ,ev 构成 另 一 个 框架 , 称 之 为 je iey 的 对 偶 框 架 。 
关于 框架 及 其 对 偶 框架 ,有 下 述 定理 。 


定理 2.4 
1) 1$ ,je 构成 另 一 个 框架 , 且 其 框架 界 为 如 -1 和 4 , 即 
2 由 < 总 1P8D)P < 41PP,YAe 克 (2.2.11) 
对 偶 框架 算 子 全 为 
了 = (和 四 (2.2.12) 


且 对 侦 框架 算 子 他 及 其 伴随 算 子 凶 * 满足 
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名 "和 = (7 了 (2.2.13) 

闻 = (7 (2.2. 14) 
2) 框 架 算 子 对偶 框 黑 算 子 及 它们 的 伴随 算 子 满足 

有 7 = = (2.2.15) 


3 冯 Y"” = 窜 " 是 忆 (J) 到 了 的 值 域 的 正 交 投 影 算 子 


证 了 明 


1) 对 任意 的 /Fe 总, 由 中 的 定义 ,有 
(人 六，=《〈 彤 和)》 = 《ACT 四 
= 《人 (下 
= 《和 (7 2 


于 旦 ,(2.2. 12) 式 得 证 。 
上 面 已 得 到 











《六 )》 = 《和 
其 中 (四 -入 仍 然 属于 五 ,参照 (2.2.7》 式 ,由 上 式 可 得 


1<A$ 


对 = 


再 从 (2. 2. 12) 式 可 得 (2. 2.14) 式 。 
2) 将 (2.2. 12) 式 代入 (2.2.13) 式 ,有 宛 "F(2 下 天 =( 和 了 -所 以 和 了 = 总 。 而 由 
(2.2.12) 式 ,2 =7T(CT 7T) -= 天 。 于 是 ,(2.2. 15) 式 得 证 。 


3) 让 (2. 2. 12 ) 式 和 (2. 2. 14) 式 易 得 ,了 To=TCT -7 了 
了 的 值 域 或 像 集 是 所 有 .se 吾 的 系数 序列 | 六 由 |ey 的 集合 , 记 为 im(7) 。 由 框架 的 定 


义 知 ,IJm(7) CRP(J)。 但 


> = 《六 
=《 和 六 
= 《〈( 户 ( 开 他 -办 
=《( 和 人 0 - 凡 访 


于 是 .(2. 2. 13 ) 式 得 证 。 月 由 (2. 2. 9) 式 推 知 ,(2.2. 11) 式 成 立 。 由 (2.2.13) 式 ,有 


【了 和 7) 








f 非 所 有 的 属 了 





天 (了 的 序列 都 属于 Im( 1 , 即 Im(7) 关 居 (7) 。 假 定 


框架 | 由 | 线性 相关 , 则 存在 系数 不 全 为 零 的 C = |cjley es(J) ,使 得 总 cd =0。 从 而 对 
任意 Je 总 ,有 记 cr< 六 由 > -0, 即 CIm(7) ,这 意味 着 存在 属于 严 (J) 但 却 与 In( 妃 正 交 
的 序列 ,所 以 mm( 7 关 F(7)。 用 Im+ (7 表示 Im 人 下 在 已 (7 中 的 正 交 补 , 则 CIm( 7 意味 
着 CeIm*( 了 )。 为 证 明子 7 是 PC7) 到 了 的 值 域 的 正 交 投影 算 子 ,从 两 方面 加 以 证 明 : 设 C 


为 平方 可 和 序列 ,如 Ce Im(?) , 则 总 存在 /使 C= 信 , 从 而 有 7*C=T(T -= 人 =C， 
即 属于 Im( 7 的 序列 的 投影 就 是 序列 本 身 ; 另 一 方面 ,如 C < Inm+ (7) , 出 对 任意 的 F<0 有 
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己 s<pt > =- < 民 o 和 wy> =0, 因 为 /z0, 必 然 是 琶 ol = 并 C = 0, 进 而 了 六 C=0， 
所 号 E 
即 属于 Im-*(7) 的 序列 的 投影 等 于 零 。 

2.2.3 重 构 [1] 


为 什么 要 引 人 对 偶 框 架 呢 y 由 (2.2.15) 式 子 " 了 = 无 可 得 了 "他 = 访 从 而 
了 = 了 ly = 瑟 4P 和 和 
即 
了 = 了 (2.2.16) 


上 式 说 明 : 如 1 由- 构成 一 个 框架, 那么 任意 fs 刀 都 可 由 它 的 内 积 系数 | (六 和 yy je 充分 
描述 ,因为 可 以 按 上 式 由 内 积 系数 去 重 构 广 


疝 理 ,由 子 " 了 = 无 ,可 得 

















了 = 六 (7 和 ) 和 (2.2.17) 
这 意味 着 也 可 以 用 对 个 框架 | $,|j。, 进 行 分 析 , 而 用 框架 | dj|,。, 实 现 重 构 。 这 说 明 对 偶 关系 
是 相互 的 , 即 1 几 1 也是; 9 ie 的 对 偶 框 架 。 
由 上 面 讨论 可 以 看 到 ,由 内 积 系 数 |( 户 由 1, 重 构 了 的 关键 是 找到 由 。 下 面 简要 介绍 寻 
找 $ 的 途径 。 为 此 ,将 上 述 算 子 定义 加 以 简化 ,再 定义 如 下 对 称 算 子 

















由 =77. 格 = 字形 《2.2.18) 
开 和 和音 都 是 刀 上 的 对 称 算 子 。 具 体 说 来 
2 = 疡 全 由) 由 (2.2.19) 
由 (2.2.8) 式 可 得 
4 二 型 二 有 (2.2.20) 
这 样 一 来 , 负 , 的 定义 (2. 2. 10) 式 简化 表示 成 
中 = Mb (2.2.21) 
对 4= 召 紧 框 架 的 情况 , 媳 =4fe ,MI = 凑 =47 大 ,从 而 有 
有 = 4 由 (2.2.22) 
7 4 人 ty) 和 (2.2.23) 
如 进一步 4 = 如 = 1 ,那么 框架 就 是 正 交 规范 基 , 则 $, = 由 且 
7 六 (P 和 ?和 (2.2.24) 


这 就 是 函数 的 正 交 展开 式 。 


对 一 般 情况 ,可 将 于 写 为 204+B) [到 - (2(04+ 有 ) -MX)], 从 而 将 $, 写成 如 下 级 数 形 
24 
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式 
了 (1 (325) 
这 便 是 计算 必 , 的 数学 表达 式 。 因 为 
生 吕 和 7 2 人 人 
或 者 说 
忆 - 关 本 < 只 计 (2226) 
所 以 (2. 2.25} 式 所 示 的 级 数 总 是 收 伍 的 , 且 呈 /4 越 接近 1 , 收 伍 越 快 。 当 有 好/4=1 时 
刷 ， 一 (2.2.27) 
从 而 
7 和 并 (7 《2.2.28) 


其 上 面 的 分 析 知 道 , 对 紧 框架 及 BA4 = |, 计算 中 的 对 贷 中 很 简单 ,但 对 一 般 情况 , 则 很 复杂 。 

当 框 架 ||,-y 线 性 相关 时 ,存在 系数 不 全 为 零 的 序列 C= lc sy s Im+ (7 ,使 得 ci 由 = 
0, 这 意味 着 7 C =0。 由 定理 2.4 知 ,这 也 意味 着 仓 "C =0, 即 己 54， = 0。 显然 ,对 任意 ./e 万， 
可 按 下 式 重 构 一 

了 = 记 ( 人 714 +co0d 
重 构 系数 的 范 数 为 
襄 公 疡 和》 +eP = 总 才 记 和 下 二 记 ie 

这 意味 着 /有 无 穷 多 个 重 构 , 而 (2. 2. 16) 式 是 重 构 的 “最 小 解 "。 或 者 说 ,7 有 无 穷 多 个 左 道 算 
子 ,? "是 模 有 最 小 上 确 界 的 左 道 算 子 。 这 就 保证 用 了 进行 分 解 ,用 凶 " 重 构 的 惟 -~- 人 性 。 当 用 


他 进行 分 解 ,用 了" 重 构 也 具有 惟一 人 性。 这 一 结论 对 任意 框架 都 是 成 立 的 。 
例 2.4 五 为 二 维 欧 几 里 德 空间 严 ,f$ ,由 ,和 构成 一 个 框架 。 


1 3 工 3 
4 = = 


其 中 ,er =(1,0),e =(0,1) 构 成 正 的 正 交 规范 基 。 
对 任意 的 Je 五 =xel +yezx 和 7 分 别 是 矢量 了 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 。 由 于 
(1b) = rpt) = 人) =-4- 光 
所 以 


半 KAeyP = 六 = 去 [AP 





故 14， ,和 ,向 1 构成 刀 的 一 个 紧 框 洪 , 框 名 界 常数 4 = 妞 = 。 由 于 辣 由 , 所 以 框架 线性 
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相关 ,框架 界 常数 度量 了 框 染 在 二 维 欧 几 里 德 空间 尼 中 的 宛 余 度 。 
这 时 ,7= 羡 ,因而 机 = (7 四 -由 = 瑟 和 。(2.2.16) 式 成 为 

















7 = 了 袜 人 At 和 (2.2.29) 
。 
这 意味 着 也 "= 3 7" 。 对 任意 非 零 常数 <, 鬼 有 > ob = 0, 所 以 任 套 常 数 序列 C = je,cvel 区 
属于 框架 算 子 像 集 的 正 交 补 In; ( 7 , 且 子 "C = 人 7"C =0。 所 以 还 可 写成 


/= 统 CCP)》 + 由 
但 (2. 2. 29) 式 是 重 构 的 “最 小 解 ”- 
2.2.4， 双 正 交 基 [3] 
Riesz 基 | 由 |。 是 线性 无 关 的 框架 ,这 意味 着 Im(7) = 忆 (7J)。 由 (2.2. 16) 式 推 知 
1 9 也 是 线性 无 关 的 , 称 之 为 对 偶 Riesz 基 。 令 (2.2. 17) 式 中 /= 由 ,得 
= 证) 由 
由 上 式 易 看 到 


《= (2.2.30) 
上 式 意 味 着 Riesz 基 和 其 对 偶 基 相互 正 交 , 称 之 为 双 正 交 基 。 
令 (2.2.11) 式 中 /六 = ,得 
lb 疡 下 
如 基 是 规范 化 的 ,由 (2. 2.30) 式 ,有 

















用 安 1 扫 召 【2.2.31) 
由 于 双 正 交 基 是 线 件 无 关 的 ,所 以 没有 信息 宛 余 ,此 时 框架 界 满足 (2. 2. 31) 式 。 
当 框 架 线性 相关 时 ,4 > 1 ,存在 信息 宛 余 ,4 可 解释 为 最 小 元 余 因子 。 














2.3 小 波 框架 


正 交 小 波 经 二 进 伸缩 ae =2 和 整数 平移 ) =27 形成 的 函数 族 
| 略 CD =2 -7242 由 sez 
是 已 ( 恕 ) 的 正 交 规范 基 。 
如 取 尺度 参数 e =m ,平移 参数 8 = 四 nbo, 则 任意 小 波形 成 的 丽 数 族 
| 几 交 CD =anz (ao 人 一 nbo) sz (2.3.1) 


是 否 构成 必 ( 有 ) 的 框 册 呢 ? 也 就 是 说 ,是 否 可 以 从 连续 小 波 变换 的 离散 取 值 ( 户 几 ,》 重 构成 纺 
呢 ? 
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关于 小 波 框架 ,关心 两 个 问题 :1 ) 对 给 定 的 小 波 函 数 , 找 出 一 个 参数 m ,pm 的 值 域 &e, 当 
《aspo) eRB 时 ,1 败 snez 构 成 一 个 框架 2 ) 对 (ao ,Bo) e RE, 计算 框架 界 4, 有 8 的 估 值 。Dau- 
bechies 很 详尽 地 研究 了 产生 小 波 框架 时 ,ae .mo 必须 满足 的 条 件 , 并 估计 了 相应 的 框架 界 
[1,2]。 下 面 只 简要 地 引用 其 结论 。 

假定 铺 是 实 的 ,规范 化 的 且 满 足 允许 条 件 ; 

c= 三 地 Co) 上 人 Pa < 





定理 2.5 如 j 风 .jnsez 构 成 去 (R) 的 一 个 框架 ,框架 界 为 4,B ,那么 有 


4 -Ce < (2.3.2) 
alnau 
与 
4 < 直立 | 风 (ego) 拓 BYoeR-i0l (2.3.3) 


< 


这 是 儿 通 过 指数 伸缩 与 整数 平移 构成 框架 的 必要 条 件 。 由 上 述 定理 不 难看 到 :不 等 式 
《2. 3.2? 把 框架 界 与 采样 密度 联系 起 来 , (2. 3. 3) 式 则 意味 着 频率 轴 被 指数 伸缩 后 的 小 波 所 攻 盖 





下 面 是 关于 小 波 框架 的 充分 条 件 。 
定理 2.6 定义 
0 -= 壮 1g(cio)118(aio + 自 | (2.3.4) 
把 1 
4 之 [e( 守 ja 人 -9] 《2.3.5) 
过 
如 am 和 如 使 得 
4 = 站 0 4 三 bcaoP -0 >0 (2.3.6) 
Bo -二 0。 三 | 帮 (ao) 半 +A) <+a (2.3.7) 


则 jobsz 是 天 (BR) 的 框架 。 常 数 4o 利 及 分 别 是 框架 界 4 和 召 的 下 界 和 上 界 。 ， 
充分 条 件 (2 3. 6) 式 及 (2. 3. 7) 式 与 必要 条 件 (2. 3. 3) 式 奖 似 。 如 A 相 对 于 
iof 三 |(aiw) 下 较 小 , 则 4 和 脉 接近 最 优 框 架 界 4 和 有 。 对 固定 的 伸缩 步 长 ao , 当 平 


slar sa 


移 步 长 而 减少 时 ,A 的 值 减少 。 

















表 2.1 量 西 哥 幅 函数 的 框架 界 























门 mm 四 | 4 且 4 _ 
2 0.25 13.091 14.183 上 083 
2 0.5 6 546 7.092 1.083 
2 10 3.223 3. 596 1116 
2 15 “| 0325 寺 221 12.986 
22 0.25 2.23 | 27278 0002 
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续 表 
am 四 4 有 BAM4 
2 0.5 13.63 “| 13.639 -| 0002 
22 1.9 6.768 6.870 1.015 
2 | 1 和 0.517 7.276 14.061 

| 2 0.25 54 552 54. 552 000 | 
2 05 27.276 27.26 | 000 
24 1.0 13. 586 13.690 1.007 

人 214 1 区 2.928 12. 6S9 一 4 324 





例如 墨西哥 由 两 数 , 它 是 高 斯 函数 e 2 的 二 阶 导数 
u(D -0 (2.3.8) 
前 面 的 系数 是 为 了 使 ly| =1。 墨 西 哥 帽 是 视觉 分 析 上 常用 的 小 波 。 当 ae =2,22 .24 (2. 2. 
25) 式 中 居 的 上 限 为 1 时 ,对 各 种 不 同 的 为 值 , 其 框架 界 常数 如 表 2. 1 所 示 。 
在 构成 框架 的 前 提 下 ,如何 去 计算 其 对 偶 框 架 呢 ? 假定 小 波 两 数 风 的 对 偶 函 数 为 六 内， 


的 对 偶 表 示 为 几 ,如 碾 = 旋 。 则 意味 着 对 偶 框 架 也 是 由 一 个 函数 几经 伸缩 和 平移 形成 ,于 是 
对 偶 框 架 的 计算 就 比较 简单 。 实 际 情况 是 不 是 这 样 的 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 引 人 伸 缩 算 子 
妨 和 平移 算 子 39" 如 下 

















《PCD =ao (ao 








(3 六 (DO = -nbo) (2.3.9) 
显然 , 力 。= 玉 3 光 。 从 而 由 对 侦 框 洪 的 定义 (2. 2. 10) 式 知 , 风 ,的 对 偶 为 
机 了 = (7 7 -7S 沙 (2.3.10) 
其 中 了 是 框架 ji 迪 ,lscz 的 框架 算 子 ,7" 是 了 的 伴随 算 子 。 容 易 验 证 ,对 于 所 有 re 己 ( 有 ) ， 
T7DJ=JT 下 (2.3.11)》 
即 伸缩 算 子 六 和 对 称 算 子 7" 了 是 可 交 籁 的 。 故 (7 7 -与 zy 也 是 可 交换 的 ,从 而 
而 = 有 (和 四 =aoeo) (2.3.12) 
如 果 " 了 与 8 也 是 可 交换 的 ,从 而 ( 玉 下 与 8 也 可 交换 ,那么 可 将 上 式 写 作 





本 =DS 0 1 -= 六 3 交 
即 可 以 像 企 成 多。 一 样 ,由 六 通过 伸缩 和 平移 得 到 太 7, 即 厄 7 = 册 。。 但 非常 不 幸 的 是 .7 了 与 
3 一 般 说 来 是 不 可 交换 的 , 故 对 偶 框 架 的 计算 一 般 来 说 还 是 很 繁杂 的 。 


2.4 二 进 小 波 变换 


现在 用 框 摧 埋 论 来 研究 二 进 小 波 变 换 及 其 反 变换 。 在 模式 识别 中 ,信号 描述 的 平移 不 安 
性 是 上 分 重要 的 。 当 模式 平移 后 , 它 的 数值 描述 也 应 当 相应 的 平移 ,而 下 是 被 改变 。 否 则 , 模 
28 
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式 搜索 将 特别 困难 。 
连续 小 波 变 换 是 平移 不 变 的 。 设 乒 ( 昌 = 扎 5-r) , 则 其 连续 小 波 变换 为 


JW (a, 全 -二 A -Di( 写 习 4 











-ov 
= We -r) (2.4.1) 
也 就 是 说 ,的 连续 小 波 变换 是 7 的 连续 小 波 变 欣 平移 相 则 时 间 的 结果 。 
小 波 框 架 可 以 理解 为 对 连续 小 波 变换 存 离 散 网 格 点 (e = 地 沁 = ai 加 )) cz 上 的 采样 。 可 
以 预见 ,除非 连续 平移 量 > 是 采样 间隔 吧 in 的 整数 伴 , 否 则 ,采样 值 将 没有 平移 不 变性 。 由 
(2.4 1) 式 沪 的 连续 小 波 变换 的 采样 值 为 


《= 阿 (nmdb) = 隔 ( 罗 ,ami-r) (2.4.2) 
当 连 续 平 移 堪 r 足 采 样 间隔 吧 各 的 整数 傍 , 即 r = kaipo,<Z 时 ， 
《= 人 太 帮 (2.4.3) 


采样 值 其 有 平移 不 变性 。 显 然 , 当 连续 平移 量 7 不 是 采样 间隔 地 bo 的 整数 倍 时 ,采样 值 将 没 
有 平移 不 安 人 性 。 

二 进 小 波 变 换 只 是 将 尺度 参数 离散 化 ,时 间 平 移 参数 仍然 是 连续 的 ,所 以 一 进 小 波 变换 具有 
平移 不 变性 。 有 些 学 者 在 某 些 场 合 使 用 了 卷 积 型 二 进 小 波 变换 ,所 以 首先 介绍 卷 积 型 小 波 变换 。 


2.4.1 卷 积 型 小 波 变换 的 定义 和 性 质 


设 光 (9 已 (如 ) , 令 








玫 ( 昌 = 了 (二 > (2.4.4) 
显然, 人 的 面积 与 导 小 波 沁 (相同 。 对 成 D) < 已 (R) ,其 卷 积 型 小 波 变换 定义 为 
msD = /epD = 二 三 KoOd( 惰 了 ju (2.4.5) 


与 卷 积 型 小 波 变换 相对 应 ,将 1. 3 节 定 义 的 小 波 变换 称 为 相关 型 小 波 变换 。 二 者 之 间 是 
可 以 相互 转换 的 , 令 


有人 = 
则 卷 积 型 小 波 变 换 可 写成 
1 六 。 一 
(se) = 办 (器 = 天 | AO (到 9ar (2.4.6) 


也 就 是 说 ,以 艾 ( 昌 作 为 小 波 函 数 的 卷 积 型 小 波 变换 可 看 成 以 At 作为 小 波 函 数 的 相关 型 小 波 
变换 。 卷 积 型 小 波 变 换 与 相关 型 小 波 变换 并 没有 本 质 区 别 ,所 以 卷 积 型 小 波 变换 也 具有 与 相 
关 型 小 波 变换 相同 的 性 质 , 如 线性 .平移 不 变性 .尺度 共 变 性 .内 积 定理 等 。 
2.4.2 二 进 小 波 变换 [3] 
连续 小 波 变换 中 的 尺度 参数 和 平移 参数 都 是 连续 变化 的 ,离散 小 波 变换 则 将 -者 部 离散 
29 
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化 了 。 而 二 进 小 波 变换 只 是 将 尺 庆 参数 高 散 化 为 2 的 整 次 寡 , 即 :=2 .js Z。 内 ( 旨 表 示 将 区 
《9 作 二 进 伸缩 的 同时 保持 其 范 数 不 变 , 即 


纺 (0 = 





JE 了 Z (2.4.7) 


1 
7 人 ( 动 ， 
将 芭 ( 昌 是 实 小 波 丽 数 , 则 扰 ) < 妈 ( 妨 ) 的 二 进 小 波 变换 定义 为 


W(20 = 三 An 着 ( 写 9 = Jr 历 ()，7 ez 《2.48) 
其 中 , 汤 (9 = 坊 ( - 人。 应 该 注意 ,信和 号 7KC0) 的 二 进 小 波 变换 是 一 个 函数 序列 ,其 中 表示 尺 
度 ,表示 时 间 平移 量 。 

为 了 能 从 二 进 小 波 变换 重 构 信号 ,或 者 说 ,信号 的 一 进 小 波 变换 并 未 去 失信 息 , 则 峭 ( 虽 必 
须 满足 一 定 的 约束 条 件 。 

定理 2. 7 若 存在 两 个 正 数 0 <4 < 如 < + om ,使 得 下 列 不 等 式 成 立 





4 所 立 |(2o) 入 BYVoe 有 -10 (2.4.9) 
则 一 
4UP< 守 二 IC2.9P < al (2.4.10) 
如 果 切 满足 
立信 (ooxo) -lyoeR-l10 (410 
则 和 
成 口 = 二 二 (2: 六,( 有 (2.4. 12) 
其 中 
7 LT 
态 人 (9 = 志 光 (2 JeZ (2.4.13) 
证 明 由 二 进 小 波 变换 的 定义 (2. 4.8) 式 得 5(5) = 困 (2 ,0 的 傅立叶 变换 
Po) = VDA(o)E 02) (2.4. 14)》 


也 就 是 说 , 亡 (w) 相 当 于 信和 号 通过 一 个 带 通 让 波 器 ,所 以 二 进 小 波 变换 相当 于 信号 通过 中 
心 频 率 和 带宽 不 同 的 带 通 滤 波 器 组 。 而 ( 2. 4. 9) 式 确保 带 通 滤波 器 组 覆盖 整个 频率 轴 , 从 而 
不 丢失 九 虽 的 信息 ， 
由 (2.4.9) 得 
4 六 opaas 王 三 ozaPdosaf Fopaa 
将 (2.4. 14) 式 代 人 上 式 得 
4 oo) Pdw < 二 二 六 Pop Pde < 3 三 Fo) Paw 

















4FoP < 二 二 CoP salp(o 


本 
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由 Piancherel 定理 :jlAKe)? 必 = 2 人 六 (op 是 = 2r WA 0 攻 , 就 可 由 上 式 得 到 
(2.4.10) 式 。 
将 (2.4. 11) 式 两 边 同 时 乘 以 Po) 并 将 (2.4 14) 式 代 人 得 


Fo) = ee 


= =- 上 上 万 PoOy0o) = 过 其 (o) 钨 (wo) 


1 和 


上 式 取 傅 立 叶 反 变 换 便 可 得 到 (2.4. 12) 式 。 证 下 。 
《2.4. 10) 表明; 本 (2 ,ez 构成 一 个 小 波 框 架 ,因此 由 它 可 以 重 构 关 。BA4 越 接 近 上 ， 


重 构 的 稳定 性 越 好 。 满 足 (2. 4. 11 ) 式 的 儿 称 为 重 构 小 波 , 但 需要 指出 的 是 ,满足 (2. 4. 11) 
式 的 重 构 小 波 将 会 有 无 穷 多 个 。 如 选取 
六 oo) =- 一 (2.4.15) 
| 克 (2o) 下 


则 重 构 二 进 小 波光 是 惟一 的 , 它 相 当 于 框架 理论 中 提 到 的 重 构 "最 小 解 "。 
关于 二 进 小 波 变 换 的 快速 算法 及 其 应 用 将 在 第 7 章 详细 讨论 。 
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信号 的 多 分 辩 率 分 析 


MnOeCRDPP1gnURDNRT9SPDRErTOR 





DO 


小 波 变 换 中 的 伸缩 参数 实质 上 描述 了 观测 信号 的 范围 ,也 就 是 尺度 ,在 图 像 处 理 中 , 称 之 
为 分 辨 率 。 所 以 小 波 变换 也 可 以 理解 为 信号 的 多 分 辩 率 分 析 。 多 分 辩 率 分 析 和 时 - 频 分 析 一 
样 ,是 理解 小 波 变 换 的 基本 概念 。 小 波多 分 辩 率 分 析 不 仅仅 是 信号 分 析 的 -种 方法 ,更 重要 的 
是 :小 波多 分 辩 率 分 析 中 的 Mallat 算法 其 地 位 和 作用 类 似 于 快速 傅立叶 释 换 算法 在 傅立叶 分 
枉 中 的 地 位 和 作用 ;在 小 波多 分 辨 率 分 析 数 学 模 弄 的 推导 过 程 中 ,将 指出 构造 小 波 的 -- 条 重要 
途径 。 此 外 .本 章 还 将 引入 许多 重 柚 的 概念 ,以 后 各 章 内 容 可 以 说 痢 是 这 些 概念 的 进 一 
和 深化 ,所 以 本 章 是 全 书 的 重 具 。 在 小 波多 分 辩 率 分 析 中 ,将 引出 与 小 波 青 数 少 ( 划 ) 紧密 相 联 
的 另 - -个 分 析 丙 数 一 一 尺度 毅 数 bb 。 在 Mallat 算法 中 ,与 小 波 琴 数 和 尺度 郑 数 伯 联系 的 是 
两 个 数字 站 波 器 ,与 由 ( 英 相 联 的 是 低 通 滤波 器 An) ,而 与 峭 (1) 相 联 的 是 剖 通 滤波 器 5E(n)。 
Mallat 算法 是 一 个 递 排 计算 过 程 ,首先 将 原始 岛 散 信号 通过 这 两 个 滤波 器 滤波 ,再 进行 下 采样 
〈 取 偶数 样本 ) ,分 别 得 到 较 粗 分 辨 率 的 离散 逼近 信号 和 离散 细节 信号 ,然后 理 对 离散 吉 近 信 
寻 滤 波 下 采样 ,得 到 更 粗 分 辩 率 的 离散 和 逼 近 信号 和 离散 细节 信和 号。 而 离散 细节 信和 叶 正 是 离散 
小 波 变 换 系数 。 




































3.1 多 分 辩 率 分 析 


为 了 避免 混淆 ,我 们 说 尺度 等 于 2 时 的 分 辨 率 为 2 。 多 分 辩 率 分 析 的 基本 思想 中 构造 
艇 惫 的 线性 函数 空间 序列 站 jezvy 表示 不 同 的 分 辩 率 , 必 是 在 分 大 率 为 2 时 对 瑚 ( 尹 ) 的 通 
近 , 分 辩 率 越 高 ,逼近 程度 越 高 。 具 体 来 说 ,对 任意 灵 D) < 严 (R) ,其 分 辩 率 为 2 时 的 逼近 信 
号 Ap (D s 史 就 是 扎 划 在 疙 上 的 正 交 投 影 ,用 生 表示 正 交 投影 算 子 , 则 有 


4 成 站 = 太 人, 护 D E 天 (RD) 六 (全 记 JEG (3.1.1) 
分 辩 率 越 高 ,如 (5 对 Fe) 的 通 近 程度 越 高 。 根 据 投影 定理 ,4 是正 交 投 影 算 子 意味 着 
上 4 大 站 一 起 英 二 二 让 8 一下 贡 让 ,YE 玫 (3.1.2) 


上 列 不 等 式 左边 可 解释 为 用 4 成 站 各 近 扰 六 的 逼近 误差, 右边 为 用 g( 纪 逼近 几 D) 的 逼近 误差， 
故 (3. 1. 2) 式 意味 郑 4 大 日 是 分 辨 率 为 2 时 对 厌 咏 的 最 佳 逼近 。 
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定义 3. 1 如 果 满 足下 面 6 条 性 质 , 则 天 (R) 中 的 典 套 闭 子 空间 序列 | 史 本 <z 称 为 严 (R) 的 
一 个 多 分 辩 率 道 近 


有 CC 玉 ,Y7EZ (3. 上 3) 

天 目 让 太 ，e 抱 28) E 员 ,YLD) EE( 玉 ) 。VjeZ 《3.1.4) 
DEV 2) 0 VDEP(R) VEeZ (3.1.5) 
bm 世态 =101 (3.1.6) 

lim 区 =Closure( 了 护 ) = 己 (R) (3.1.7) 


存在 9, 使 得 16(t -nm)| -> 是 wm 的 Riesz 基 。 

现在 给 出 这 些 数学 性 质 的 直观 解释 。(3. 1. 3) 式 是 一 个 因果 性 质 , 它 表 明 分 辨 率 2 "时 的 
通 近 包含 为 计算 较 低 分 辩 率 2… 沁 时 的 所 近 应 有 的 全 部 信息 ,也 就 是 说 4A(i) 包 含 为 了 计算 
志 , 成 日 所 必需 的 所 有 信息 ,或 者 说 4 厌 英 比 媳 ,: 凡 门 包含 了 更 多 的 信息 , 即 访 ( 恺 比 户 ,( 旨 更 
好 地 通 近 了 . 态 门 。(3.1.4) 式 则 意 昧 着 ,如 扰 习 属于 吃 ,, 则 瑚 芒 经 二 进 斥 缩 得 到 的 所 20) 必然 
属于 吃 , 反 之 亦 然 ; 我 们 说 相 邻 的 两 个 失 量 空间 万 和 W ,之 癌 具 有 二 尺度 关系 。 分 礁 率 2-/ 意 
味 着 在 单位 时 间 内 对 4 护 纺 抽取 2 个 样本 ,用 wfz) 来 表示 这 些 离散 样本 ,4 扰 太 可 以 被 w(m) 
完全 刻画 。《3. 1. 5) 式 意味 着 信号 湖 蕊 平移 了 与 尺度 2 成 比例 的 一 段 时 间 2 下 成 为 FL 278 
后 4 成 忆 也 平移 了 同样 一 段 时间 ,w (mn) 则 平移 为 w 人 na- 好。(3.1.6) 式 意味 着 当 广 * + om 时 ， 
分 辩 率 越 来 越 低 ,4 扎 纹 包含 越 来 越 少 的 信息 ,对 妃 :) 通 近 得 越 来 越 差 ;而 (3. 1.7) 式 意味 着 当 
/一 -时 ,分 辩 率 越 来 越 高 ,4() 包含 越 来 越 多 的 信息 ,对 大 六 的 台 近 程度 越 来 越 高 。 

定义 3. 2 只 要 求 多 分 辩 率 分 析 存在 Riesz 基 , 这 个 条 件 比较 弱 , 一 般 要 求 存在 正 交 基 。 
实际 上 ,可 将 Riesz 基 168(: -ma) iez 正 交 化 而 得 到 正 交 基 14(t -站 1 .oz 其 中 由 ( 昌 称 为 多 分 
辩 率 分 析 的 尺度 丽 数 。 

按 投影 定理 , 兄 可 分 解 为 史 及 其 在 只 中 的 正 灾 补 可, 的 上 直 和 , 即 




















用 = 用， 困 多 有 上 丙 必 JeZ (3.1.8) 
令 妨 为 严 (R) 到 有 的 正 交 投影 算 子 , 则 
矶 (= 已) (3.1.9) 
表示 . 护 人 在 四 上 的 正 交 投 影 , 称 为 大 0) 在 分 辩 率 为 2- 时 的 细节 信号 。 几 (3.1.8) 式 可 得 
户 ( 昌 = 及 9 二 而， 昌 (3.1.10) 


记 (9 比 记 , (9 包 食 了 更 多 的 信息 ,而 多 余 的 信息 包 售 在 户 .切中 。 梢 后 将 看 到 , 族 ，( 昌 包 
含 了 访 ( 咏 的 低频 部 分 ,而 户 .， (人 包含 了 (2) 的 高 频 部 分 。 

吃 称 为 尺度 郴 数 空间 ,而 到 称 为 小 波 函 数 空间 。 多 分 辩 率 分 析 实际 上 是 尺度 函数 空间 
不 断 递 扒 分 解 的 过 程 。 从 (3. 1. 8) 式 可 以 看 到 ,如 果 从 如 出 发 ,将 态 分 解 为 ,， 生 ,又 
外， 分解 为 疙 2 和 本 ,再 将 下 , 分 解 为 丈 3 和 本 ,, 如 此 推 分 解 下 去 ,让 到 将 已 ,分 
解 为 帮 ,y 和 到 ,。 于 是 ,多 分 准 率 分 析 可 以 表 式 为 


太 二 开 国有 开 的 … 四 旷 :四国 取 , 国 六， (3.1.11) 
将 厌 昌 正 交 投 影 到 上 面 的 郴 数 空间 得 
记 ( = 启 + (G3.1.12) 





其 中 必 表示 分 解 的 层次 。 一 般 都 假定 多 分 辨 率 分 析 从 区 开始 进行 递 推 分 解 ,这 时 有 
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凯 = 及 国防 的 … 国 彤 的 … 乓 防护 (3.1.13》 
放 (CD = 记 (O + 训 + (G3.1 14) 
式 中 了 既 表 水 分 解 的 层次 ,同时 又 表示 分 辩 率 为 2-7。 


3.2 Mallat 算法 


1987 年 法 国 科学 家 StEphan Mallat 将 计算 机 视觉 领域 内 的 多 分 辩 率 分 析 思 想 引 人 小 波 分 
桥 ,推导 出 相应 的 快速 算法 [4] 。 在 多 分 辨 率 分 析 的 Mailat 算法 中 ,将 引 人 另 一 个 重要 的 分 析 
函数 一 尺度 函数 由 ( , 它 经 伟 缩 和 平移 之 后 得 到 函数 族 | 中.。( 昌 |,-z 构 成 尺度 空间 的 正 交 
规范 基 。 于 是 信号 .成 人 在 几 士 的 正 交 投影 , 即 逼 近 信号 妨 ( 划 可 表示 为 在 | 由 (4) | ez 上 的 正 
交 展 开 式 ,展开 式 的 系数 w( 办 称 为 离散 吉 近 信号 。 类 似 的 , 正 交 小 波 函 数 东 ( 切 经 二 进 伸缩 和 
平移 之 后 得 到 函数 族 | 几 (bez 构 成 小 波 空 间 到 的 正 交规 范 基 。 天 纹 在 凡 上 的 正 交 投影 ， 
既 细 节 信 号 访 (七 也 可 表示 为 正 交 展 开 的 形式 ,展开 式 的 系数 省 (=) 称 为 离散 细节 信和 导 。Mal- 
jat 算法 正 是 离散 信和 号 在 相 邻 分 辩 率 之 间 的 递 推 计算 方 法 。 在 Mallat 算法 中 ,将 不 再 出 现 尺度 
函数 和 小 波 函 数 ,而 是 与 它们 对 应 的 数字 滤波 器 4&(n) 和 &(n) 。 如 原始 信和 叶 对 应 着 =0, 表 示 
为 wo(m) , 它 可 能 是 模拟 信号 的 离散 采样 ,也 可 能 本 身 就 是 一 个 离散 的 数字 序列 。ao (m) 经 六 
和 8 滤波 后 再 下 取样 分 别 得 到 si(m) 和 双 (z) ,ai (na) 再 经 这 两 个 数字 滤波 器 滤波 和 下 取样 得 
到 (2) 和 号 (mn) ,如 此 递 推 下 去 ,最 后 得 到 o (nz) 和 必 (n) 。 必 须 注意 ,离散 细节 信号 必 (n) 
正 是 离散 小 波 系数 ,所 以 Mallat 算法 也 是 离散 小 波 变 换 的 快速 算法 。 


3.2.1 分 解 算法 


设 184 -mn)j ez 是 矶 的 Riesz 基 。 

定理 3.1 设 18 jz 为 严 (R) 的 多 分 辩 率 通 近 , 则 存在 由 ( 昌 s 尼 (RE) ,其 傅立叶 变换 为 
go) = 一- 妈 aw) 

(之 16Co + 2m8) 











(3.2.1) 


102 


且 由 (5 经 二 进 伸缩 和 平移 得 





由 (0) =2 -4(2 二 -nm) ， 六 me 了 
则 丽 数 族 j 由 (5 1 .ez 为 萎 的 正 交规 范 基 
linear spanj 风 (1 sz = 了 (3.2.2)， 
省 ( 旨 称 为 多 分 辨 逼近 { 玉 jz 的 尺度 函数 。 
(3. 2.2) 式 意味 着 芒 是 由 函数 族 |d。( 纹 | ,sz 张 成 的 线性 闭 包 , 即 万 中 的 任意 一 个 函数 
均 可 表示 为 { 由 (| ez 的 线性 组 合 或 其 线性 组 合 的 极限 。 由 (中 表达 式 中 的 2 当 是 为 了 保 
持 其 能 量 与 由 ( 门 的 能 量 一 致 , 即 


三 时 (Du = 三 时 (Du 


现在 开始 推导 分 解 算法 。 由 定理 3. 1 ,任意 能 量 有 限 信号 丸 纪 在 玉 上 的 正 交 投影 可 写 为 
如 下 正 交 展 开 式 
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4 所 昌 = > (Xi ,由 s(》 和 (站 (3.2.3) 
上 述 正 交 民 开 式 的 系数 定义 为 扎 D) 在 分 辨 率 为 2 时 的 离散 通 近 信和 号 , 记 为 w(r), 即 
(na) = ,和 sa) (3.2.4) 


离散 逼近 信号 w(n) 又 称 为 尺度 系数 。 
由 于 由 st) E 玫 而 帮 ，C 芒 故 册 ,us( 昌 可 按 及 的 正 交规 范 基 展开 为 


ne(D = 于 (tan 人 ,和 (22 
上 式 中 ,由 内 积 表 示 的 系数 为 
(Cs )》 = 三 2 人 36(2 0 有 2 人 (02 和亲 双 








= 和 三 07 -站 (27 -月 曙 = 下 三 和 0402x + 2 -有 ds 


令 
AD) = 噶 厂区 00080265 一 站 由 (3.2.5) 
则 由 内 积 表示 的 系数 可 写成 . 
《由 mn(a) ,由 (2)》 = 天 (下 一 2m) 
从 而 可 得 


由 af 的 = 站 一 2m) 中 人 乓 
将 上 式 两 边 与 .Ai) 求 肉 积 ,有 
《RD ,由 asf(D9》= 之 上 (下 2m) 所 站 ,中间 》 
注意 到 离散 通 近 信号 的 定义 (3. 2.4) 式 , 则 上 式 可 写 为 
on) = > 有 ( 一 2n0)ai( 有 ) 《3.2.6) 

它 正 是 两 相 邻 分 辩 率 的 离散 台 近 信号 之 间 的 递 推 关系 式 。 

上 式 中 的 二 是 由 (3.2.5) 式 定义 的 一 个 数字 滤波 器 ,有 时 称 之 为 只 床 泪 波 器 , 它 在 Mallat 
算法 中 起 核心 作用 。(3. 2. 5) 式 反映 了 多 分 辩 率 分 析 中 两 相 邻 分 辩 率 之 间 的 关系 ,还 可 以 看 
到 ,数字 滤波 器 &(n) 和 尺度 函数 由 ( 归 是 紧密 相连 的 。 











如 定义 
in)》 = 一 m) (3.2.7) 
则 (3.2.6) 式 可 更 明显 好 表示 为 数字 滤波 的 形式 
ai(n) = 之 的 2r 一 天 ) ai 天》 (3.2.8) 


即 w(n) 经 过 冲 激 响 应 为 &(n) 的 数字 滤波 器 之 后 再 抽取 偶数 样本 就 得 到 wj,, (nm) 。 
现在 解释 抽取 偶数 样本 。 令 o,(p) 为 mi(p) 经 过 冲 激 响 应 为 上 (p) 的 数字 滤波 器 之 后 的 
输出 , 则 (p) 可 表示 为 如 下 卷 积 和 
aa(P) = 芝 COp -和 ai 人 (有 
令 p=2n,asi(n) =o(2n) 意 味 着 mi(m) 是 oi(p) 抽 到 偶 数 样本 的 结果 ,代入 上 式 便 可 得 
(3.2.8) 式 。 
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出 (3.2.3) 和 (3.2.4)》 可 将 成 品 在 太 上 的 正 交 投影 写 为 如 下 正 交尾 并 式 
启 ( = 4RD = a(m 和 (人 (3.2.9) 


它 可 以 看 成 是 由 离散 逼近 信 生 (得 到 连续 站 近 信号 万 (中 的 内 插 表 达 式 。 

关于 小 波 冰 数 空间 的 正 交规 范 基 , 有 如 下 定理 ; 

定理 3.2 设 | 史 jez 为 多 分 辩 率 有 逼近 的 矢量 空间 序列 ,$( 间 为 相应 的 尺度 晒 数 ,总 存在 与 
它 对 应 的 正 交 小 波 沙 ( 菇 ,其 傅立叶 变换 见 (ww) 由 下 式 给 定 


妈 o) 一 亏 C( 史 4( 芭 .ccw = er 有 so +TT) (3.2.10) 


其 中 下 w) 为 风 m)》 的 傅立叶 变换 。 几 光 ( 矶 二 进 伸缩 及 整数 平移 后 待 到 的 函数 族 
矶 (CD = 2-26(221- 由 (3.2.10) 
具有 如 下 住 质 :| 多 ..(9 } sz 是 取 的 正 交 规范 基 , 即 
linear span|W se( 雪 ]y = 有 (3.2.12) 
而 | 人 (Becz 是 去 (及 ) 的 正 交 规范 基 , 即 
linear spanj 风 (ee = 严 ( 丽 ) (3.2.13) 
上 式 意 昧 着 ,任意 厌 D) s 鼠 (R) 均 可 展开 为 | 风 w(D| ssz 的 线 人 性 琶 加 ,这 就 是 第 1 章 讲 到 
的 离散 小 波 变换 。 此 外 ,G(ow)》 是 数字 滤波 器 gkn) 的 传 立 叶 变换 ,由 (3.2. 10) 式 可 导出 
gm) =(-1pL -ny) 《3.2.14) 
由 (3. 2. 10) 式 还 可 以 看 到 :从 交 (mn) 可 导出 风 ( 引 。 今 后 将 看 到 ,这 确实 昆 构造 小 波 的 -条 重要 
途径 , 它 在 小 波 分 析 的 发 展 过 程 中 起 着 重大 的 作用 。 
现在 ,进一步 排 导 分 解 算法 。 根 据 定理 3.2, 刀 上) 在 机 上 的 正 交 投影 为 











2 = Ca , 轴 。(a)》 用 ( 昌 (3.2.15) 
类 做 的 ,将 上 式 中 由 内 积 表示 的 系数 定义 为 分 辩 率 为 2 时 的 离散 细节 信号 刀 (n) , 即 
帮 (m) =《 扎 四 , 矶 sz》 (3. 2.16) 
显然 ,离散 细节 信号 &(=) 正 是 离散 小 波 系数 。 瑚 1 在 取 上 的 正 交 投影 可 写成 
万 (9 = DRKD = 了 字 帮 (nyWn 人 全 (3.2.17) 


因为 机 C 太 , 力 s( 昌 拓 卫 所 以 态 s( 蚊 可 按 交 的 正 交 规范 基 展 开 为 
Wan( = 守 《用人 , 克 s(D) 丰 (9 
经 过 类 似 的 推导 ,可 得 如 下 递 推 关系 式 


drCn) = Et 一 2m]aift) (3.2.18) 
其 中 
ED = 五 站 we -md (3.2.19) 
如 定义 
EC(P) = EC 一 P) (3.2.20) 
则 (3.2. 18) 式 又 可 写成 数字 滤波 的 形式 
赴 oa)》 = 之 5(2r 一 有 mi( (3.2.21) 
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苑 mw(m) 经 过 数字 泪 波 器 g(=) 之 后 肯 抽 取 偶 数 样本 就 得 到 四 (nm) 。 








志 上 一 


一 一 ao 一 一 … 一 一 o 


. NANN AN 


克 上 辐 11 
































图 3.1 Mallat 信 导 分 解 算法 
(3.2.8) 式 和 (3. 2. 21) 式 就 是 Mallat 算法 信 呈 分 解 的 表达 式 ,如 图 3. 1 所 示 。 设 原始 信 
号 为 mr(m) ,分 解 为 mi(a) 和 中 :tooyozo(a) 再 分 解 为 aa(na) 和 呈 (n) ,进行 了 了 次 分 解 
之 后 ,得 到 wx:zr(a) 和 号 ,na)。 这 样 将 原始 信号 er(m) 逐 级 分 解 为 如 下 一 组 离散 信号 
err s 二 用 (3.2.22) 

















其 中 /表示 分 解 的 级 次 。 
通常 设 初始 分 辩 率 为 2" ,原始 信号 记 为 wo(n) , 按 分 解 算法 逐次 降低 分 辩 率 将 信号 分 解 为 
离散 明 近 信号 和 离散 细节 信号, 如 图 3. 1 所 示 。 设 m 有 六 个 样本 ,将 它 分 解 为 四 和 四 ,由 于 
淖 波 后 仅 取 个 数 样本 , 故 o 和 起 各 为 W2 个 样本 ,总 样本 数 仍 为 N, 令 1 <j< 记 则 分 辩 率 为 
2 时,a 和 由 各 有 2-N 个 样本 。 这 样 ,如 下 -组 离散 信号 
jrj/s 几 (3.2.23) 
总 共 仍 有 叉 个 样本 。 按 Mallat 算法 进行 信号 分 解 后 总 样本 数 不 变 ,这 是 由 于 采用 了 正 交规 范 
基 的 结果 ,意味 着 盈 没 玉 失 信息 , 叉 不 存在 信息 宛 余 。 


3.2.2 重 构 算 法 
现在 讨论 如 和 何 从 (3. 2. 22) 式 所 示 的 一 组 离散 信号 重 构 or 。 

由 于 斑 = 玉 ， 约 丙 , 而 必 :: 和 形 , 的 正 交 规范 基 分 别 为 画 数 族 1 由 es(9 sz 和 4 
(sz 故 { 和 ae(C9 风 e(9|ez 是 史 的 正 交 规范 基 。 因 为 由 (1 < 疙 , 所 以 可 将 它 展开 为 
和 (9 = 六 《 咎 so ,和 oe( ) 遇 mx 人 十 之 《和 (ED (zs( 

上 式 中 ,由 内 积 表示 的 第 一 个 系数 为 
《和 a(D》= 人 2302 由 2 全 (0200u 一 闪 邮 


















































- 冯 广 0 一 有 4(2y7 - njdy = 厂矿 Co4(2s 二 2 一 记 )dx 
由 (na) 的 定义 (3. 2.5) 式 得 
《和 sz) ,中 se(z)》= 瑟 (m 一 28) 
类 似 的 ,展开 式 的 第 二 个 系数 为 
《由 (Ce) CE)》= (一 2 





于 是 展开 式 可 写成 
由 (5) = An 一 dt 十 E(n 一 28) 岂 oa( 


37 





小 波 分 析 及 其 应 用 





将 上 式 两 边 与 .所 纪 ) 求 内 积 ,并 注意 到 (3. 2.4) 式 和 (3.2.16) 式 , 则 有 
an) = > 了 AP 一 285)ao( 有 + (na -28)d() 《3.2.24) 
和 和 


这 就 是 重 构 算法 的 数学 表达 式 , 如 图 3.2 所 示 。 


2 | 2 




















mm 一 ao 一 oa 一 ao 


AN 


图 3.2 Mallat 信号 重 构 算法 

图 3.2 中 ,符号 12 表示 上 取样 ,即将 wo, 或 由 ,) 拉 长 , 置 奇数 时 刻 信号 值 为 零 , 偶 数 时 
刻 保留 原来 的 信号 值 , 这 与 信号 分 解 时 的 下 取样 相对 应 。 

现在 解释 上 取样 。 令 w,: 的 上 取样 为 9 , 则 9 ,可 写成 

， Jana(Z2) = 站 
(= 1=284+1 
这 样 ,5 通过 滤波 器 上 (n) 后 的 输出 表示 为 如 下 卷 积 和 
am -Dou(D =- 了 Ma -26au( 昌 
4 

这 正 是 (3.2. 23) 式 右边 第 1 项 。 同 理 可 得 第 2 项 。 

3.2.3 ”离散 小 波 基 

在 多 分 辩 率 分 析 中 ,1 人 (bi 为 的 正 交 规范 基 , 即 

《由 (局 》= 三 wsCDes(Dd = 8 
令 j=0,n = =0, 知 民 度 函 获 忆 (器 应 满 中 
广 woa=1 
即 尺度 函 数 是 规范 化 的 ,这 意味 着 当 一 上 om 时 ,由 ( 匡 趋 近 于 堆 。 实际 应 用 中 ,要 求 几 ( 切 在 时 
域 是 局 部 化 的 , 即 当 一 * 土 吧 时 ,由 ( 电 应 很 快 地 误 减 到 零 ,于 是 其 面积 应 当 是 有 限 的 ,一 般 要 求 
万 aod = 士 I 

显然 $( 划 不 是 小 波 , 因 为 小 波 的 面积 必须 为 零 。 

用 中 (ao) 表 示 由 ( 续 的 傅立叶 变换 ,由 上 式 知 18(o) |。-。= 1。 实 际 应 用 中 ,还 要 求 ov + 上 wm 
时 ,6(o) 世 很 快 地 衰减 到 零 , 也 就 是 说 ,$(w) 可 以 看 成 一 个 低 通 滤波 器 的 频率 响应 。 和 小 波 
质数 一 样 , 尺 度 函 数 在 时 - 频 域内 也 是 同时 局 部 化 的 ,但 尺度 函数 是 一 个 低 通 沥 波 器 ,而 小 波 画 
数 是 一 个 带 通 滤波 器 。 不 难 想到 ,尺度 函数 空间 中 包含 着 信号 的 低频 信息 ,而 小 波 函 数 空间 中 
包含 着 信号 的 高 频 信息 。 将 尺度 函数 空间 Y 分 解 为 7 和 且 ,1 ,意味 着 将 五 (0 分 解 为 逼近 
信号 已 ,《( 纺 和 网 闻 信 号 启 ， (2 , 太 。 ( 介 包 人 着 记 ( 芒 的 低频 部 分 ,而 启 ，(p) 风 公信 着 态 () 
的 高 频 部 分 。 
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如 定义 向 (0) = 2 对 (2 -4 ,各 (9 = 由 ( 一己 ,由 (3.2.4) 式 知 离散 通 近 信号 
ao = 三 As 由 = 2 二 三 Ke(2 妈 -由 邮 


= [KD * 肌 (0 ] 
也 就 是 说 ,a (ma) 是 败 ) 和 而 (0 卷 积 之 后 的 取样 ,取样 间隔 为 2, 即 每 单位 长 度 的 样本 数 为 
2-。 训 (的 傅立叶 变换 为 292 和" (2io) , 仍 是 一 个 低 通 滤波 器 ,所 以 w(n) 可 理解 为 扩 0) 通 过 
低 通 滤 波 器 之 后 取样 的 结果 ,也 就 是 说 ,离散 遇 近 信号 描述 了 信号 的 低频 成 分 。 
类 似 的 ,定义 几 (D) =2772p(2-10 ,而 (9 = 赂 ( - 昌 , 由 (3.2. 16) 知 离散 细节 信号 
dm) = 三 oun(ada = 2 全 三 KwC2o 一 mda 
= [RD * 内 ( 旨 ]， -am 
由 于 丙 (5 的 伟 立 叶 变换 为 288 (2iw) ,仍然 是 一 个 带 通 滤波 器 , 故 已 (m) 是 信号 Fi 通过 带 
通 滤波 器 之 后 取样 的 结果 ,也 就 是 说 ,离散 细节 信号 描述 了 信号 的 高 频 成 分 。 综 上 所 述 ,用 
Mallat 算法 对 信号 进行 逐 级 分 解 时 . 盟 近 信号 保鲜 了 原始 信号 的 大 致 变化 趋势 ,而 细节 信号 册 
突出 了 原始 信号 的 快速 变化 。 
设 原始 离散 信号 为 ui, 它 对 应 的 尺度 为 2 ,在 尺度 2:<2' <27 上 用 Mallat 算法 对 它 进 行 逐 
级 分 解 时 ,得 到 如 下 一 组 离散 信号 























|a73d 了 < 二 用 
其 中 ,离散 逼近 和 离散 细节 信号 可 写作 
站 (= (人 击 作 2》= 到 和 (2 ea) 
和 
(On = 《ai 人 用 ( 作 =- 27t)》= ax 矶 (2 
这 实际 上 是 将 信号 or 在 矢量 族 
[和 (人 直 一 27 人 zj 用 (人 - 25m)|assinez] (3.2.25) 
进行 分 解 。 对 于 共 生 镜像 滤波 器 ,可 以 证 明 这 个 族 是 (2) 的 一 组 正 交规 范 基 。 这 些 离散 的 
矢量 近似 于 对 连续 时 间 尺 度 丽 数 由 (4) 和 小 波 败 ( 昌 的 均匀 采样。 
例 3.1 分 段 常 数 通 近 。 
[0,1) 区 间 的 特征 函数 








1，0<!<1 
1on(D = 人 其 他 (3.2.26) 
是 生成 多 分 辩 率 通 近 的 一 个 尺度 函数 ,$59 = 了 obfi ,7 是 在 每 段 区 间 [2n,2(0n+1))，-z 内 
为 常数 的 分 段 函 数 空间 ,每 段 区 间 的 长 度 均 为 必 。 因 为 那些 在 长 度 为 2 的 区 间 上 为 常数 的 
函数 在 长 度 为 2 的 区 间 土 也 是 常数 ,所 以 有 ViC 护 。 其 余 的 多 分 辨 率 通 近 的 性 质 的 证 明 留 
给 读者 。 
由 于 




















本 2 十 ，2m sx <2(n+l) 
oa = 2 如 (2 一 mn = 
由 由 (2 了 一 于 全 其他 

所 以 
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ao = 2 人 ”Ad = 2 
其 中 访 , 表 于 用 在 区 同 [2m,2(n + 1) )。y 上 的 平均 值 。 这 时 通 近 信号 
4(0 = AttesatoD) 
是 分 肛 常 数 函数 ,在 区 间 [2m,2 (n+ 1) )。z 肉 的 值 为 访 ,。7 越 小 ,每 段 区 间 的 长 度 2 越 小 ， 


4 人 (0 对 大 纹 的 逼近 程度 越 高 。 
这 时 小 波 为 Har 函数 
1;0 丢 上 < 172 
杷 (有 -人 52sesl (3.2.27) 
0, 其 他 


例 3.2 Shannon 时 近 。 

分 段 常数 下 近 中 的 尺度 函数 和 小 波 在 时 域 是 紧 支 的 。 与 此 对 应 ,频率 带 限 函 数 也 产生 多 
分 辩 率 逼 近 。 在 Shannon 多 分 辩 率 通 近 中 ,尺度 函数 的 侍 立 叶 变换 是 区 间 [ - T,r] 上 的 特征 
函数 , 节 (o) = -aq(o) , 它 是 一 个 理想 低 通 滤波 器 ,尺度 丙 数 


SinTrt 





中 (6 = (3.2.28) 
因为 
人 (80 由》 = 三 4080 -站 下 = 去 三 和 和 ojerdu 
foom [aa=T0 
= 天 2 


所 以 j 人 -2)| ,ez 构成 正 交 规范 基 。 对 傅立叶 变换 的 支 集 为 [ - r,] 的 任意 一 个 函数 
&(b, 有 


(0D60-mD)》 = 三 ss-md= 寺 三 5o)6(o)endw 


=- 直 站 soerdo = em) 
其 中 ,g(a) 可 解释 为 对 &( 人 采样 的 结果 (采样 周期 为 1) 。 于 是 5( 吕 表示 为 
SC = 2(m4(E nm) = e(n 时 (3.2.29)》 
这 正 屁 众所周知 的 采样 定理 。 
定义 北 为 如 下 函数 的 集合 :它们 是 其 傅立叶 变换 的 支 集 为 [ -2-m,2-r] 的 频率 带 限 函 
数 。 假 定 5(1) 的 傅立叶 变换 的 支 集 为 [ -2-90m,2 2] , 即 5(D) 六 ,那么 它 的 僚 叶 
变换 的 支 集 也 必然 属于 [ -2 -mr,2 mr] , 即 &(1) = 玫 , 所 以 芒 ，C 吕 。 这 式 证 明了 多 分 辩 率 过 
近 的 函数 空间 的 因果 性 。 其 余 性 质 的 证 明 也 同样 休 给 该 者。 
上 而 已 证 明 !d(:- ma) | .ez 是 多 的 正 交 规范 基 。 类 似 的 ,也 可 证 明 ;由 。(z) | wz 是 嘱 的 正 
交规 欠 基 。 目 
am = 《Das(D)》 = 三 ADus0Dd = 寺 三 Ko)2 弛 (Cro)ezedw 
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= 2 aenda = 247(20) 
所 以 
万 (9 = 4 成 曲 = (no 和 (0 = 72m) 和 (2 一 惠 ) 
= /Gm) 人 光 

如 果 . 六 D < 交 , 即 其 傅立叶 变换 六 ww) 的 支 集 为 [ -2T,2 72T] , 则 4 扰 区 = 扎 D) ,上 式 就 是 采样 
定理 的 表达 式 ,采样 周期 为 导 。 对 于 具有 无 限 带宽 的 信号 .Ai), 当 /一 -om 时, 支 集 
f -2”T,2 7T] 将 覆盖 整个 频率 轴 .,4 妃 为 将 越 来 越 通 近 大 日 。 

例 3.5 将 证 明 , 这 时 小 波 的 傅立叶 变换 为 
ee2，mE[-2m, -TU[Inm2m] 
0， 其 他 
它 是 -- 个 理想 带 通 滤波 器 , 通 带 为 [ -2mr, -=r]U[T,2T]。 由 上 式 可 得 Shannon 小 波 


_ sin2m(t -12) -sinm(t -102) 
到 (6 = 0 (3.2.30) 


Shannon 多 分 辩 率 胆 近 实际 上 是 对 频率 轴 的 一 种 划分 ,如 图 3. 3 所 示 。 假 若 九 世 是 带 限 信 
号 ,其 傅立叶 变换 的 支 集 为 { -T,r] , 即 ./) e 而 ,意味 着 mo(n) = 扎 n) 完 全 撒 述 了 信号 的 特 
征 。 进 行 信号 分 解 时 ,逼近 信号 4 成 虽 包 含 了 大 9) 在 频带 [ -2 mr,2 2f] 内 的 信息 ,而 细节 信 
号 咏 帮 昌 则 包含 了 瑚 中 在 频带 [ -2 27, -22m]U[27m 2] 内 的 信息 。 


两 丙 




















风 (w) = 





























六 配 





及 有 瑟 











3.3 ”Shannon 逼近 的 频 域 划分 
Shannon 逼近 说 明 多 分 辩 率 分 析 实质 上 是 对 频率 域 的 划分 ,这 是 具有 普遍 意义 的 。 对 其 
他 多 分 辩 率 授 近 , 频 域 划分 也 基本 上 与 Shannon 多 分 辩 率 通 近 类 似 ,只 不 过 通 近 信和 号 与 细节 信 
号 的 频带 之 间 有 部 分 重要 。 图 3.4(a) 和 (pb) 为 尺度 函数 和 Meyer 小 波 , 傅 立 叶 变换 b(w) 的 
能 量 主要 集中 在 [ -站 ,天 ] 上 ,如 图 3. 4(e) 所 示 。 像 大 多 数 正 交 小 波 一 样 示 (w) 的 能 量 主要 集 
中 在 [ -2r, -T]U[m,2r] 上 ,如 图 3.4(d) 所 示 。 
对 于 生成 严 (R) 的 -组 正 交 基 的 任何 世 ( ,可 证 


| 序 (2 =1vYawesR-io0 《3.2.31)》 


7 


对 个 确定 的 分 辨 率 沙 (2w) 是 一 个 带 通 滤波 器 , 忆 FLD) 刻画 了 信号 在 频带 [ -2 mr, - 2] 
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U[27m,2m] 内 的 细节 。 由 (3.2.31) 式 ,有 


之 搞 oV2w) 了 = oo) 
这 意味 着 可 以 从 所 有 不 同 频带 内 的 细节 获得 信号 的 全 部 信息 。 


























1.5| 15 
1 下 
035| 
0.5| 
0 
0 -05 
-0.5 一 
-0 区 0 3 人 io -0 -5 0 全 10 
(aa) 《hb) 
1 1 
08 0.8| 
046 06 
04 04 
02 02 
0 ] 10 025 5 10 
(e) (d) 


围 34 Meyer 小 波 的 〈a) 由 ，(b) 岁 ，(c) 贡 ，(d) 攻 
例 3.3 样 条 逼近 。 
分 眉 常 数 逼近 不 光滑 ,用 来 通 近 光滑 函数 效率 很 差 。 样 条 通 近 是 用 分 段 多 项 式 来 通 近 光 
滑 函 数 。 普 0 阶 样 条 空间 矿 是 如 下 函数 的 集合 :在 区 间 [2im,2(n +1)]。。z 上 是 m 次 多 项 
式 ,m 一 1 阶 连续 可 微 。m =0 时 ,就 是 分 段 常数 逼近 。 闫 = 1 时 ,区 中 的 函数 是 分 段 线性 的 , 连 
续 的 。 
多 项 式样 条 的 Riesz 基 可 通过 基数 互 样 条 构造 。mm 次 旦 祥 条 8.( 的 傅立叶 变换 是 
bo) = (和 Go22]”e (3.2.32) 
如 果 严 是 奇数 , =0,g。( 划 的 支 集 为 [ - ( 亚 +1)72,(mt+1)Z2] ,对 称 中 心 为 0。 如 果 呈 是 偶 
数 ,se = 1,6。( 的 支 集 为 [ - m/2,(m/2)》 +1] ,对 称 中 心 为 1/2。 可 以 证 明 ig .0 -an) 1 是 
页 的 Riesz 基 。 通 过 正 交 化 可 以 得 到 正 交 规范 基 , 为 此 将 上 式 代 人 (3. 2. 1) 式 得 
(wo) = -ep ieel2)》 (3.2.33) 


VSasa(Cw] 








其 中 





加 工 
So) =, 人。 


Sta( 如 ) 的 封闭 表达 式 可 通过 计算 下 面 恒等式 的 2m 阶 导数 得 到 
Sow)》 


(3.2.34) 


国 了 
”4sin2(ox2) 
对 线性 样 条 ,mm =1 且 
_ 虐 +2eos (av2) 
&(o) 46sint0aO) 
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从 而 ,有 
go) = 2 
1 + 2eosz(o/2) 
三 次 样 条 尺度 函数 对 应 于 严 =3 ,将 
So) - 5 + 30cos' (ex/2) +30sio (ax2)eon (ov2) ， 
105 2*sins (ax2) 
T0ces (ao2) + 2sin (ev2)cos (wa/2) +273sins(wz2) 
105 2ssing(wZ2) 











代 人 (3.2.33) 式 ,可 算出 $(w) 。 
3.3 尺度 滤波 器 


从 凸 述 分 析 可 以 看 到 ,Mallat 算法 中 出 现 的 是 离散 逼近 信号 和 离散 细节 信号 ,以 及 数字 滤 
波 器 内 nm) 和 8&(n) ,而 没有 出 现 模 拟 信号 .尺度 函数 和 小 波 。 其 实 多 分 辨 率 分 析 应 当 从 连续 和 
离散 两 个 方面 来 理解 , 它 既 是 顺 数 空间 和 模拟 信号 在 相 邻 分 辩 率 之 间 的 逐 级 分 解 ,又 是 离散 逼 
近 信 号 在 相 邻 分 辨 率 之 间 的 逐 级 分 解 ， 而 且 模 拟 和 离散 这 两 方面 是 彼此 联系 的 。 

在 Mallat 算法 中 ,出 现 了 4 个 数字 滤波 器 靖 (n) .g(n) 和 天 (=) .E(n) , 即 一 个 滤波 器 组 。 
但 是 Rn) ,8(m 是 z(n) E(m 的 镜像 ,而 &(n) 可 由 二 (8) 导 出 , 故 Mallat 算法 中 ,起 核心 作 有 
的 是 六 (mn) ， 

多 分 辨 率 遂 近 的 因果 性 质 (3. 1.3) 式 要 求 mmCF.，, 故 由 ( 可 按 Y_, 的 正 交规 范 基 展开 成 

出 ( 间 = Rn 和 (2 站 (3.3.1) 














其 中 
AD = 厂矿 660 -md 
(3.3. 1) 式 秘 为 -尺度 方程 , 它 说 明 尺 度 丽 数 可 以 表示 为 它 自身 在 更 精细 一 级 尺度 上 平移 的 
线 隆 组 合 ,线性 组 合 的 系数 就 是 尺度 汪 波 器 A(n) 。 由 尺度 沥 波 器 可 以 生成 多 分 辩 率 允 近 ,而 
县 也 可 以 通过 它 构造 正 交 小 波 。 
对 二 尺度 方程 (3. 3. 1) 式 两 边 做 传 立 叶 变换 ,有 


So) = 可 ( 史 4( 多 ) (3.3.2) 


逐次 使 用 上 式 进行 选 代 运算 得 
4(o) -( 卫 全 2 人 和 2) 


本 
如 果 届 (四 在 w=0 连续 ,那么 lim 中 (2 rm) = 中 (0) ,所 以 
wo) =[ [ 多 全 侣 30) (3.3.3) 


下 述 定理 给 出 上 列 无 穷 节 积 是 基 个 尺度 函数 的 傅立叶 变换 的 必要 和 充分 条 件 。 
定理 3.3 设 书 (0) 已 (R) 是 一 个 可 积 的 尺度 冰 数 ,那么 
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AD = 厂矿 (Dd(26 一 由 出 (3.3.4) 
它 的 博 立 叶 变 换 
(ao) = Anyenm (3.3.5) 
满足 
ja) +|Eo+m) =2,VYwe 斑 (3.3.6) 
和 
F(0) = 《3.3.7) 
反之 ,如 扣 w) 在 w=0 的 某 邻 域内 连续 可 微 ,满足 (3.3.6) 式 和 (3.3.7) 式 ,上 且 
.4 浊 aol>0 G3 人 
则 
、 五 世 22m) 
中 (wo) = 瑟 二 (3.3.9) 


是 某 个 尺度 函数 %(5) < 博 ( 瑟 ) 的 博 立 叶 变 换 。 

满足 (3. 3. 6) 式 的 数字 滤波 器 称 为 共 辑 滤波 器 。 由 (3. 3.6) 式 和 (3. 3.7) 式 可 得 
1 区 mr) | =0, 所 以 An) 是 一 个 低 通 滤波 器 。 

由 (3.2. 10) 式 ,|G(0)| = ECm)|=0,|16G(m)|= |B(0)| = , 故 g(na) 是 一 个 高 通 滤 波 
器 。 可 以 证 明 ,| 风 (91.ez 是 丙 的 正 交 规范 基 的 充分 必要 条 件 是 


1C(o) + |6(o+T) =2 《3.3.10)》 
和 
C(w) 呈 (wo) +GC(w+TT)B (oo+T) =0 (3.3.11) 
类 似 的 ,由 于 We CTY-t, 故 区 ( 吕 可 按 了 _, 的 正 交规 范 基 展 开 成 
功 ( 昌 = 喇 》g(n)b(21 一 mm (3.3.12) 
其 中 
em) = 三 wD9(022- 则 电 (3.3.13) 


《3.3, 12) 式 也 是 一 个 二 尺度 方程 , 它 将 小 波 表示 为 在 更 精细 一 级 尺度 上 尺度 函数 平移 的 线 任 
组 合 , 线 性 组 合 的 系数 就 是 g(n) 。 将 (3.3. 12) 式 的 两 边 作 傅立叶 变换 可 得 


吧 (o) = 二 ( 信 4 区 (3.3.14) 


例 3.4 对 分 段 常数 通 近 ,由 (3. 3.4) 式 可 以 算出 朵 (0) = 请 1) = ,其 余 的 in) =0。 


从 而 由 (3. 2. 14) 式 可 以 算出 &(n) 不 等 于 0 的 两 个 系数 分 别 为 8(0) =1/M2,g&(1) = -1AMG。 
由 (3. 3. 12) 式 得 





多 ( 昌 = 中 (21) -中 (2 一 1) = oa 人 一 了 (人 

这 正 是 (3. 2. 27) 式 所 示 的 哈 尔 小 波 。 由 (3.3.5) 式 可 以 算出 吾 (w) =\e-w2eos(ox2) ,同样 
可 算出 CG(w) =V2er osin(o/2)。 

例 3.5 对 Shannon 多 分 辨 率 通 近 ,$(w) = 五 -va (w) , 它 是 一 个 理想 低 通 滤 波 器 , 通 带 
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为 [ ~-m,T]。 由 (3,3.2) 式 可 得 
(ww) =VI1 wal(w),Yoes[-mm] 
它 是 一 个 理想 低 通 数字 滤波 器 。 由 (3.2. 10) 式 ,有 
Vos[-Tmrl,cG(o) = 伦 ” @E[-T,-a2]U[n2,m] 


0， 其 他 
wj) = 人 <[-2m, -ml U [nm2m] 
0， 其 他 





可 见 C(ow) 是 一 个 理想 高 通 数字 滤波 器 ,而 必 (w) 是 一 个 理想 带 通 滤波 器 , 通 带 为 [ -2r, -T] U 
[r,27]。 对 VCw) 做 傅立叶 反 变换 ,有 








y(D = 二 三 go)enada 
27j-- 
= 汪 人 seervnam + 于 广 ce ma 
2TJ -2 2 
_ sin2m(t -172) - sinm(t -172) 
本 五 (一 1Z2) 


这 正 是 (3. 2. 30) 式 所 给 出 的 结果 。 
例 3.6 对 样 条 多 分 辨 率 盟 近 ,由 (3. 3. 2) 式 可 得 尺度 滤波 器 j(n) 的 傅立叶 变换 
Ho) = 呈 外 2 
中 oo) 


将 (3,2. 33) 式 代 人 便 得 到 严 次 多 项 式样 条 对 应 的 尺度 滤波 器 的 傅立叶 变换 


人 Soa(oy 7 
有 Co) = 元 esp 人 2) (3.3.15) 
对 于 线性 样 条 ,四 =1, 有 


之 卫 
Fo) = 全 [02 2 (人 2) “cos:(o72) 





表 3.1 3 次 样 条 的 尺度 汪 波 器 站 na) 
























































丸 下 站 ( 吕 ) 忆 大 () 慌 兵 区 本 ) 

人 .766 130 398 了 -7 -0.017 982 291 14, -14 =-0.001 103 748 
1 一 1 口 433 923 147 8, -8 0.008 685 294 上 0.000 927 187 
2,， -2 -0.050 201 753 9 ,~9 0. 008 201 477 16, -16 0,. 000 559 952 
3， 一 3 -0li0036987 | 10. -10 -0.004 353 840 17，-17 0.000 462 093 
4，-4 0.032 030 869 -tt -0.003 882 426 18， -18 一 0.000 285 414 
5 一 了 0.042 068 328 | 12， 一 12 D. 002 186 714 19 -19 一 0.000 232 304 
一 扣 -人 0D17 176 331 13, -13 0. 001 882 120 20, -20 0. 000 146 098 | 





将 (3.2. 32) 式 和 (3. 3.15) 式 代入 (3. 3.14) 式 可 得 
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它 被 称 为 Battle-Lemarig 小 波 。 对 普 次 样 条 , 吾 (w) 及 其 前 普 阶 导数 在 w = 王 处 等 于 零 , 由 定理 
4. 上 知 岁 ( 巧 有 到 + 上 阶 消失 矩 。 由 于 风 ( 世 是 亚 次 多 项 式样 条 ,所 以 它 严 -1 次 连续 可 微 。 当 
妇 为 奇数 时 ,( 划 关于 172 对 称 ; 当 普 为 偶数 时 ,( 昌 关于 LZ2 反对 称 。 这 叶 由 (和 乡 (昌都 
不 是 紧 支 撑 的 ,相应 的 关 (a) 和 8(Ca) 是 无 限 冲 激 响应 数字 滤波 器 。 表 3. 1 列 出 了 mm =3 时 尺度 
滤波 器 的 系数 。 

从 上 述 分 析 可 以 看 到 ,在 Mallat 算法 中 ,信和 号 分 解 用 到 两 个 数字 滤波 器 Rnz) 和 有 (n) ,其 
中 天 (na) 是 低 通 滤波 器 ,而 5(n) 是 高 通 滤波 器 ;信号 重 构 用 到 两 个 数字 滤波 器 8Kn) 和 &(n)， 
其 中 心 (m) 是 低 通 涉 波 器 ,而 &(n) 是 高 通 滤波 器 。 

在 Matlab 中 ,函数 Orthfilt 用 来 计算 这 4 个 滤波 器 。 其 中 如 下 二 尺度 (twin-scale ) 方 程 定义 
了 所 谓 的 尺度 滤波 器 下 








1 

二 到- 吕 ree 
不 难看 到 , 除 归 -化 系数 外 ,上 式 与 (3. 3, 1) 式 是 -- 致 的 。 若 b(x) 是 紧 支 的 ,那么 到 是 一 个 
长 度 为 2w 的 FIR 低 通 数字 滤波 器 ,其 和 为 上 , 即 





了 村 =1 

其 等 价 关系 为 刺 (w) lo =1L 
而 且 , 其 范 数 为 1/ 。 然 后 经 下 列 计算 得 到 4 个 滤波 器 

轴 

上 

-一 由 DiD -wevt 
环 -= ( 丽 一 疙 2 《ERR) 
二 


吾 - 民 = qmf( 坟 ) 一 天 -中 = wrey( 下 而 ) 
其 中 已 -及 就 是 Mallat 算法 中 的 ，(a) ,而 二- 就 是 Mallat 算法 中 的 天 (n) 。 只 不 过 与 (3. 2.7) 
式 比较 ,为 使 &(n) 保持 因果 人 竹 , 除 镜像 对 称 外 ,再 加 上 延迟 , 即 
Rn) =Ah[-(n-(GCNw-1D))] =AhN-1-n) 
就 是 将 A(a) 倒置 得 到 (na) 。 孔 _R 为 工 妨 的 正 交 镜像 滤波 器 ( Quadrature Miror Filter) 
刀 _R(n) =(-1L RON-1 -nm) 
上 式 与 (3. 2. 14) 式 是 一 致 的 ,只 是 将 (3.2. 14) 式 取 负 号 ,而 且 延 迟 (2 -2) 便 得 到 上 式 


5(nD) =- (DA = (DOA 
一 (- 1 2v -27 克 [1 -(n-(2w-2))] = 〔(- IT“R2mw-1-m) 





同样 的 ,延迟 也 是 为 了 使 g(a) 是 因果 性 的 。 
函 数 Orthfilt 返回 分 解 低 通 ( 志 _D) .分 解 高 通 ( 尹 _ 了 ) 及 重 构 低 通 ( 志 _ 如 ) . 重 构 高 通 (如 _ 
8)。 图 3.5(b) (ce) (4) (e] 分 别 画 出 了 与 dh2 相 联系 的 这 4 个 滤波 器 ,图 3. 5(a) 为 尺度 滤 
波 器 琴 。 图 3.5( 们 (g) 册 分别 画 出 了 低 通 滤波 器 和 高 通 滤波 器 的 频率 特性 ,其 中 横 轴 为 归 
一 化 数字 频率 ,1.0 对 应 数字 频率 r 和 奈 计 斯 特 频率 (Hz) 。 
46 





























第 3 章 ”信号 的 多 分 辩 率 分 析 









































了 一 一 
al | 
=1 
1 了 3 媳 1 ] 
(hb)0 T | | 了 了 Ce) 
7 全 4 2 4 
1 一 | 了 ] 
on 工 下 0 1 
-1 -1 
了 2 3 4 工 2 j 生 
2 2 
(CD) 一 T 一 (B》 
05 0.5 1 95 0.5 1 


图 3.5 dp2 滤波 器 组 


3.4 Maliat 算法 的 实现 


3.4.1 信和 号 初始 化 


Mallai 算法 实际 上 是 对 离散 信号 逐 级 迭代 计算 的 过 程 。 那 么 原始 信和 号 mw (na) 是 如 何 得 到 
的 呢 ? 如 果 待 处 理 的 信号 本 身 就 是 数字 信和 号 , 则 直接 把 它 作为 @(n)》。、 如 果 待 处 理 的 信号 是 
模拟 信和 号 , 则 按 采 样 定理 对 它 采样 ,把 采样 得 到 的 离散 样本 作为 2 ai(n) 。 按 离散 通 近 信和 号 
的 定义 ,有 
2 (0 20 (07 = 三 AD 页 s( 二 jd 
它 可 以 解释 为 信号 在 一 个 与 尺 关 2# 成 比例 的 区 域内 的 平均 。 实 际 上 ,大 多 数 离散 输入 信和 号 都 
是 用 有 限 分 辩 率 的 器 件 对 模拟 信号 平均 和 采样 得 到 的 。 例 如 CCD 摄像 机 中 的 每 一 光 人 敏 单元 
部 在 一 定 范围 内 平均 输入 光 强 。 在 上 列 积分 中 ,对 足够 精细 的 尺 麻 了 = 关 , 尺 度 函 数 的 持续 时 
间 很 短 ,但 其 面积 为 1, 故 可 看 成 一 个 位 于 = 25n = ay 的 脉冲 函数 ,于 是 有 

2 和 an) = 灰 a7) (3.4.1) 
也 就 是 说 ,2 -ai(m) 近 似 为 对 原始 模拟 信号 的 采样 ,采样 频率 17 = 2 4。 
类 似 小 波 函 数 的 消失 矩 , 也 可 以 定义 尺度 函数 的 消失 矩 。 如 尺度 函数 满足 
六 a0Du = 1 及 三 nb(Dd -oOLsh<K (3.4.2) 
则 称 尺 度 函 数 具 有 天 阶 消失 矩 。 如 果 信号 成 虽 在 上 = 2 = n7, 的 邻 域 内 是 C+ 光滑 的 , 旦 鼎 < 
天 ,那么 , 扎 虽 直到 去 阶 的 泰勒 展开 式 表明 
2 二 ai(n) 所 z) + D(2Ce05) (3.4.3) 
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这 意味 着 原始 模拟 信号 的 采样 值 扎 a7,) 确实 是 2 "ax(n) 的 高 阶 近似 。 
按 采 样 定理 


7D = 交 FK Jsine(t -ysinc(D = (3.4.4) 
和 ， 





所 以 ,严格 说 来 
am = 《De(D)》 = 科 7T) 太 sine(t -oO (3.45) 


但 按 此 式 计算 eeCa) 很 繁琐 。 如 仍 将 2 2 四 (日 近似 为 一 个 位 于 上 = 2"m =n7, 的 脉冲 函数 ， 
则 工 式 简化 为 
az(n) = 222 > 78kT)sinc(22m 一 直 7) 


= 222 > 所 AT )sinc( (ma 一 有 7) (3.4.6) 
下 


巾 例 3, 2 的 讨论 可 以 看 出 ,这 意味 着 用 4 成 菇 来 逼近 瑚 O)[3] 。 

此 外 ,尽管 在 不 同 的 分 辩 率 级 次 产 时 间 平移 参数 " 都 取 整 数 ,但 它们 对 应 的 平移 步 长 25 
是 不 一 样 的 。 例 如 7 = 1 时 的 平移 步 长 是 原始 信号 的 2 傅 , 故 当 ari(a) 和 二 (za) 中 的 时 间 平 
移 参 数 = 取 某 一 值 m 时 ,如 以 原始 信号 的 时 间 尺 度 作 参考 , 则 时 间 平 移 量 为 2no7. 。 


3.4.2 边界 延 拓 


如 果 原始 信号 为 有 限 长 的 时 间 序列 , 作 卷 积 运算 时 在 信 呈 的 两 端 会 出 现 边界 问题 。 

假定 ur(n) 的 持续 时 间 为 0 宇 as 六 - [而 分 辩 率 为 了 级 次 时 的 样本 数 W = 2 -7N, 故 
as(m) 和 思 (m) 的 持续 时 间 为 0<n<N - 1。 可 用 以 下 几 种 方法 进行 边界 延 折 。 

(日 补 堆 

就 是 置 边界 外 的 信号 信 等 于 0。 这 种 方法 最 简单 ,但 有 可 能 在 边界 两 端 形成 信号 跳 变 , 相 
当 于 在 边界 两 端 人 为 地 引入 了 阶 跃 ,从 而 使 边界 附近 的 小 波 系数 由 值 很 大 ,但 这 并 不 是 信号 本 
身 的 特征 。 

(2) 周期 延 拓 

将 有 限 长 序列 周期 重复 。 例 如 对 信和 号 oj(n) 周期 重复 得 到 如 下 周期 信和 号 

aes(m = 并 oou(a+LNW) 《3.4.7) 


周期 延 拓 也 有 可 能 在 边界 两 端 形 成 信号 踏 变 ,从 而 使 边界 附近 的 小 波 系 数 幅 值 很 大 。 
{3] 对 称 延 拓 
as 人 = 站 -(WW-l<n<n0 
av(2N -nr-1)， N-l<n<2N-2 
在 Matlab 的 小 波 工 具 箱 中 , 除 上 述 3 种 方式 外 ,还 有 0 阶 和 工 阶 儿 值 方式 。 





《3.4.8) 
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图 3.6 ”Mallat 算法 信号 分 解 
3.4.3 ”Mallat 算法 的 实现 


信号 分 解 可 以 通过 循环 嵌 套 程序 来 实现 ,最 外 层 为 分 辩 率 级 次 ,1 sj 反方 中 间 为 时 间 变 
量 ,0 过 ”大 太 -1; 最 里 层 为 卷 积 求 和 变量 f。 如 果 将 信号 分 解 的 数学 表达 式 (3, 2. 8 ) 和 
(3. 2.21) 式 改写 为 





atfCn) = 了 天 (6)a(2n 一 且 ) (3.4.9) 

dfn) = 立交 De -月 (3.4.10) 
直 和 

af(a) = 有 (CE)ai(2n + 有 (3.4.11) 

di(n) = etpeGn oa (3.4.12) 


当 数字 滤波 器 为 有 限 冲 击 响应 滤波 器 ,上 且 采 用 直接 型 结构 实现 时 ,上 述 4 式 的 求 和 范围 就 很 容 
易 确 定 了 。 

在 Matlab 的 小 波 工具 箱 中 ,两 数 wavedec 可 用 来 实现 一 维 信号 的 多 尺度 分 解 。 图 3. 6(a) 
为 一 含有 白 噪 声 的 正弦 信和 号 ,样本 数 为 1 000。 对 它 作 3 级 分 解 ,图 3.6(b) 为 第 3 级 离散 授 近 
信号 , 它 是 原始 信号 3 次 低 通 滤波 的 结果 ,样本 数 为 1235。 图 3.6(c) Cd) .(e) 依 次 为 第 3 级、 
第 2 级 ,第 1 级 的 离散 细节 信号 ,样本 数 依次 为 125.250.500。 我 们 已 将 各 级 离散 细节 信和 叶 和 
最 后 一 级 离散 逼近 信号 的 时 间 轴 拉 长 ,以 便于 以 原始 信号 的 时 间 尺 度 作 为 参考 。 如 原始 离散 
信号 的 单位 间 了 对 应 采样 周期 , 则 各 级 离散 细节 信号 和 最 后 一 级 离散 和 逼近 信号 的 时 间 平移 参 
效 , 都 可 以 对 应 模拟 信号 的 时 间 。 例 如 采样 周期 为 1 秒 ,原始 离散 逼近 信 叶 oo(a) 中 中 = 10 对 
应 的 时 间 为 10 秒 。 而 在 由 (mn) 中 ,= 10 对 应 的 时 间 为 20 秒 。 内 图 3.6 可 以 看 到 ,原始 信号 
的 低频 成 分 (正弦 分 量 ) 保 留 在 离散 逼近 信号 中 ,而 其 高 频 成 分 (噪声 分 量 ) 则 包含 在 离散 细节 
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信号 中 。 众 所 周知 , 雪 曲 声 具 有 很 宽 的 频谱 范围 ,所 以 3 级 离 敬 细节 信号 的 帆 度 基 木 一 样 。 如 
果 只 保留 第 3 级 离散 逼近 信和 号, 则 钙 可 去 噪 ,又 可 达到 数据 压缩 的 目的 。 


3.4.4 区 间 上 的 小 波 基 


区 间 上 的 小 波 基 实 际 上 是 一 个 与 边界 延 拓 紧密 相关 的 问题 。 定 理 3. 2 证 明 通 过 二 进 伸缩 
和 平移 可 以 构造 出 刀 ( 有 ) 的 小 波 基 。 对 于 有 限 区 间 上 的 信号 ,边界 延 拓 实际 上 是 扩展 了 信和 号 
的 定义 域 ,仍然 用 己 () 上 的 小 波 基 来 进行 分 解 。 也 可 以 通过 修改 王 [ 丸 ] 的 小 波 基 , 来 构造 有 
限 区 向 上 的 小 波 基 , 从 而 实现 定义 在 有 限 区 间 上 的 信号 的 小 波 分 解 。 下 面 讨论 定义 在 区 间 
[9.1 上 的 信号 的 分 解 , 即 构造 刀 [0,1] 的 小 波 基 的 问题 。 对 任意 区 间 [a, 习 , 严 [e,8] 上 的 小 
波 基 可 以 对 严 [0,1] 的 小 波 基 用 4-e 进行 伸缩 ,用 e 进行 平移 得 到 。 
构造 区 间 上 的 小 波 基 和 边界 延 折 一 样 ,也 是 为 了 避免 在 边界 附近 产生 大 幅 值 的 小 波 系数 。 
从 己 (R) 的 小 波 基 {y lnsz 构 造 区 间 上 的 小 波 基 时 ,如 小 波 几 ,的 支 集 包含 在 区 间 [0,1] 内 ， 
称 为 内 小 波 ,不 经 修改 直接 作为 区 间 上 的 小 波 基 ; 如 小 波 冰 ,的 支 扩 著 盖 了 边界 点 5=0 或 ! = 
1, 称 为 边界 小 波 , 则 要 修改 为 支 集 包 含 在 区 间 [0,1] 内 的 小 波 。 对 尽 度 两 数 也 要 做 类 似 的 修 
改 , 这 样 在 一 个 小 于 1 的 尺度 2 <1 上 的 2 个 尺度 函数 和 在 每 个 尺度 2 <27 上 的 2- 个 小 波 
就 构成 了 区 间 [0,1] 的 小 波 基 
[的 | -sisrosnca- 《3.4. 13) 
对 定义 在 区 间 [0,1 ] 上 的 连续 时 间 信号 采样 ,得 到 有 w 个 离散 时 间 样 本 的 原始 信号 
《nm) ,对 应 的 尺度 为 2 ,在 尺度 2 < 2 < 2 和 1 上 对 or(m) 进 行 分 解 ,和 忆 (Z) 的 情况 类 似 , 离 散 
逼近 利 离散 细节 信号 也 可 以 写成 离散 内 积 
ga = 《ac( 昌 ,和 (全 》 和 (2) = 《mi( 本 (有 》 (3.4.14) 





























同样 可 以 证 明 
[由 (下 ) os 人) rsrosnczv] 
构成 C 的 正 交规 范 基 。 


3.5 二 维 多 分 辩 率 分 析 


将 一 维 多 分 辩 率 分 析 直 接 推广 到 二 维 情况 ,以 便 将 多 分 辨 率 分 析 用 于 图 像 处 理 。 与 定义 
3 上 类似 ,对 己 ( 尼 ) 的 多 分 辨 逼 近 是 构造 嵌 套 的 闭 子 空间 序列 | 中) 。z ,满足 同样 的 因果 性 、 完 
备 性 和 二 尺度 关系 等 人 性质。 图 像 凡 xz,y) 在 分 辨 素 2 -时 的 通 近 定义 为 Kx,y) 在 已 ( 惨 ) 的 子 空 
间 名 上 的 正 交 投影 。 

我 们 将 讨论 一 种 特定 的 情况 ,这 时 二 维 矢量 空间 六 可 以 分 离 为 两 个 相同 的 一 维 矢 量 空 
间 史 的 张 量 积 , 即 





太 = 帮 图 六 Vs (3.5.1) 


如 1Pbez 为 二 (有 ) 的 多 分 辩 率 逼近 ,那么 | 访 j ez 构成 对 已 (有 天) 的 多 分 辨 率 间 近 。 这 时 二 维 
尺度 函数 为 两 个 相同 的 一 维 尺度 函数 的 乘积 , 即 
50 
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更 (*,) = 由 (xz) 由 (7)》 (3.5.2) 
六 的 正 交 基 为 
127 画 (2 -ma237 一 到) | cz 
= 11274277 一 站 27 和 (227 一 本 )| ncz 
= | 由 和) 由 (7) | nez (3.5.3) 
上 式 中 六 为 尺度 参数 ,=” 和 普 分 别 为 沿 z 和 7 方向 的 乎 移 参 数 。 离 散 逼 近 信 号 定义 为 下 述 内 积 
四 (有 ) = 《sy) 由 (xz 四 (7)》 (3.5.4) 


这 时 访 在 六 -, 中 的 正 交 补 久 要 稍微 复 杂 一 点 。 
定理 3.4 设 风 (和 是 与 由 (zx) 相对 应 的 一 维 小 波 , 那 么 下 列 3 个 小 波 
网 (zs7) = 中 (x) 曙 (7) 办 (xy) = 网 (z) 风 (7) (xy) = 贡 (xz) 攻 (7)  (〔(3.5.5) 
经 二 进 伸 缩 和 平移 形成 的 项 数 族 
12206(27x -mn237 一 站) 2742(272 -mi27y 一 下)， 











2212(2z -mn227 一 可 | sz (3.5.6) 
是 名 的 正 交 规范 基 , 且 
12(27x -mi277 一 下) .2025 一 277 一 次)， 
2 (2 277 一 严 ) jncz 《3.3.7) 
是 已 ( 眉 ) 的 正 交 规范 基 。 
证 明 钙 是 六 在 六 中 的 正 交 补 , 即 
疡 = 记 国 页 (3.5.8) 
由 于 用 -= 国防 ,将 它 代 入 (3.5.1) 有 
多 因 帮 = (图 丙 ) (万国 肛 ) 
= (国有 册 轩 (用 因 表 ) 国 (两 因 六) 国 ( 肌 四 肛 ) 
= 交 @@ 前 四 及 国 凡 (3.5.9) 
对 照 (3.5.8) 式 和 (3.5.9) 式 ,可 得 
谣 = 衣 轩 衣 国 衣 《3.5. 10) 
其 中 “ 
页 = 万 因 责 , 角 = 肌 因 史前 = 丙 因 隐 (3.5.21) 


因为 太 上 责 ,所 以 太 , 衣 , 角 , 极 必定 两 两 正 交 。 且 ;由 xz) 内 (7)| ez 是 序 的 正 交规 范 
基 ,{ 风 (xz) 中 mn 人 7) aez 是 刘 ; 的 正 交规 范 基 , ii。(x) 几 so(y) | sz 是 序 ? 的 正 交规 范 基 ; 从 


而 (3.5. 6) 式 所 示 项 数 族 是 久 的 正 交 规范 基 。 
和 一 维 情况 一 样 , 己 (下 ) 可 分 解 为 所 有 分 辩 素 上 小 波 空间 的 正 交 和 


尼 (R) = 轩 矶 (3.5.12) 


周 而 ,(3. 5.7) 式 所 示 荔 数 族 是 忆 ( 尼 ) 的 正 交规 范 基 。 证 毕 。 
按 上 述 定理 ,分 别 定义 3 个 离散 细节 信和 号 
5S1 
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四 (mn 可) =《Kzy 
中 (nmm) =《Hzy 
国 (m 严 ) =《7x 


) 2 郑 (2a -mi2 妨 -m)》 = (Ke ,Wis(z) 用 (7)》 (3.5.13) 
) ,22(2ar -ni2 太 -由 )》 = 《Ke 人 (和 (7D)》 (3.514) 
) 23707027 一 nm- 站)》=《 Kxy), 几 o(z) 攻 ny)) (3.5.15) 


信号 分 解 的 表达 式 如 下 ， 
aa(nmm) = 》 》 风 2m 一 门下 2m 下 or( 天 六 (3.5.16) 
二 (nm) = 六 立交 2m -大 28- 愉 a( 《3.5.17) 
二 (nm) = 六 立 拓 2m -DECGn bat (3.5.18) 
CCnm) = 3 am -站 区 2n 一 昌 a( (3.5.19) 


它们 是 二 维 信号 多 分 辩 率 分 析 的 Mallat 算法 ,如 图 3.7 所 示 。 





如 原始 图 像 为 nm, 可 


设 me 有 六 个 像素 ,那么 











下 上 -| ja 产 w 
-CEH| 
| 所 六 和 
站 
5 | 本 e 


图 3.? 二 维 信号 的 分 解 
逐 级 分 解 为 如 下 图 像 

es/ 用 (3.5.20) 
aa 和 起 , 必 ,d 有 27Nx27W 个 像素 ,每 次 分 解 都 保持 像素 的 数目 不 


| 








| 















































变 , 这 是 由 于 使 用 了 正 交 基 进 行 分 解 。 正 交 小 波 分 解 最 有 意义 的 还 在 于 它 可 以 看 成 是 图 像 在 
一 组 独立 的 ,具有 空间 取向 性 的 频率 通道 上 的 分 解 ,am 对 应 。 的 低频 成 分 .@， 对 应 纵向 高 频 
(水 平 边缘 ) , 必 , 对 应 横向 高 频 ( 垂 直 边 缘 ) ,而 心 , 则 对 应 两 个 方向 的 高 频 ( 介 线 方向 ) 。 由 图 
3.7 可 以 看 到 ,将 % 先 沿 横向 (x 方向 ) 滤波 取 偶数 样本 ,再 沿 纵向 (7 方向 ) 滤波 到 偶数 样本 ， 
便 得 到 4 个 子 图 像 :和 由 ,di ,四 由 于 沿 横向 和 纵向 低 通 滤波 得 mw,，, 故 mw， 对 应 加 
的 低频 成 分 ;而 由,, 是 沿 横向 低 通 滤 波 再 沿 纵向 高 通 滤波 , 故 中 .对 应 纵向 高 频 (水平 边缘 ) ; 
吃 , 是 沿 横向 高 通 滤波 再 沿 纵向 低 通 滤波 , 故 必 , 对 应 横向 高 频 ( 垂 直 边 缘 ) ;d, 沿 横向 和 纵 
向 都 是 高 通 滤波 , 故 必 ,: 则 对 应 两 个 方向 的 高 频 ( 斜 线 方向 ) 。 这 就 解释 了 小 波多 分 辨 率 分 析 
确实 是 对 图 像 在 不 同方 向 上 频率 成 分 的 分 解 。 由 于 采用 了 正 交 小 波 基 分 解 ,4 个 子 图 像 是 儿 有 
立 的 ,不 存在 信息 宛 余 , 正 因为 这 样 , 才 使 每 次 分 解 都 保持 像素 的 数目 不 变 。 





二 维 信号 的 Mallat 要 
ost( mm) = 之 了 ( 
5 
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构 算法 如 下 : 
一 28)8(m -2Da 人 (ED + gCn 268 一 2 四 (有 D + 
x 


第 





SS 了 上 上 所 
》 》 央 站 -2KJR(m 一 228) 本 ( 人 有 + 





上 述 算 法 表示 为 图 3.8 











对 图 3.7 及 图 3.8 所 示 的 二 维 小 波 分 解 与 重 构 算法 ,利用 其 可 分 离 特 性 ,在 算法 实现 时 分 
别 按 行 进行 一 维 小 法 变 换 , 然 后 对 按 行 变 换 后 的 数据 再 按 列 进 行 一 锥 小 变 变换 来 完成 。 与 
办 的 情形 类 似 , 在 实际 应 用 中 , 贞 于 图 像 信 号 总 上 域 的 ,也 存在 如 何 处 理 边界 的 问题 
典型 的 处 理 方法 是 周期 延 拓 和 对 称 生 折 。 在 用 小 波 变换 进行 图 像 压 闯 时 .由 于 边界 的 不 连续 
性 ,会 使 得 边界 附近 的 小 让 变 换 系数 的 才 减 变 全 ,从 而 影响 图 依 的 压 症 比 ,因而 在 图 像 压 簿 应 
用 中 , 关 使 用 的 是 具有 对 称 性 质 的 双 正 交 小 波 族 波 器 , 一 般 对 边界 采用 对 称 延 拓 的 方式 ,使 边 
界 保持 连续 ,以 提高 压 黎 性 能 



















四 3 9 图 像 信号 的 Mallas 分 解 
在 Matlab 小 波 工 具 箱 中 ,两 数 4wt2 用 来 作 1 级 二 维 离散 小 波 变换 。 图 3.9 上 方 为 原始 图 
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像 , 它 是 黑色 背 最 中 的 一 个 白 方块 。 用 dwt2 将 它 分 解 成 4 个子 财 像 .一 般 将 wo 和 十 中， 
马 ， 分 轴 去 于 左上 角 和 右上 角 , 左 下角 , 右 下 角 , 如 图 3.8 下 方 所 示 。 图 3.8 最 清楚 不 过 地 说 明 
了 二 维 多 分 辨 率 分 析 的 空间 取向 住 : 必 , 确实 检测 出 两 条 水 平 边缘 ,号 ,确实 检测 出 两 


边缘 , 忆 , 确 实 检测 出 4 个 边 角 。 在 上 面 的 分 解 过 程 


条 垂直 

















会 得 到 稍微 不 同 的 结果 。 但 如 选用 更 光滑 ,从 而 支撑 宽度 更 大 的 dh20 小 波 ,结果 就 很 
了 。 一 般 来 说 ,对 比较 奇异 的 图 像 ,如 图 3. 9 上 方 所 示 的 图 像 ,应 选用 支撑 宽度 较 小 的 小 波 ,而 
对 较 光 滑 的 图 像 , 则 应 选用 支撑 宽度 较 大 的 小 波 。 

















3.6 图 像 小 波 分 析 


小 波 分 析 在 图 像 处 理 中 的 应 用 是 一 个 十 分 重要 的 研究 领域 ,目前 已 到 得 了 许多 显 
究 及 应 用 成 果 。 在 用 Mauab 小 波 工具 箱 进行 图 像 处 理 时 ,经 常 要 调用 图 像 处 理工 具 箱 和 信和 号 





处 理 【 具 箱 的 函数 和 命令 
预期 的 效果 。 





,同时 要 特别 注意 Matlab 所 支持 的 图 像 类 型 和 数据 类 型 , 才 





像 。 不 同类 型 的 图 像 实 际 上 是 颜色 和 亮度 的 不 同 编码 方式 。 无 论 什么 类 型 的 图 像 ,都 
数组 。Matlab 支持 的 图 像 数组 元 素 的 数据 类 型 有 3 种 : 双 精 度 浮 点 数 .16 位 整数 和 8 位 整数 。 








P ,选用 了 db2 小 波 ,如 改换 为 其 他 小 波 ， 


不 理想 


著 的 研 


能 达到 


Matlab 支持 4 种 类 型 的 图 像 , 它 们 分 别 是 RGB 真 彩色 图 像 . 索 引 图 像 , 灰 度 图 像 和 一 值 图 


表示 为 


RGB 图 像 表示 为 三 维 数组 mxmx3, 实 际 上 是 3 个 严 行 xz 列 的 二 维 数组 ,分 别 表 示 红 、 


绿 `. 蓝 三 分 色 的 之 度 。 例 如 像素 (8,5) 的 三 分 色 的 亮度 分 别 存储 在 (8,5,1) (8,5,2) 和 
《8,5,3)3 个 数组 元 素 中 。RGB 网 像 的 数据 类 型 可 以 是 双 精 度 、16 位 整 型 和 8 位 整 型 。 双 精度 


RGB 图 像 数组 元 素 的 取 值 范围 在 0 与 


可 1 之 问 。 如 数据 类 型 是 8 位 整 型 ,颜色 深度 为 24 比特 ， 


可 表示 的 颜色 多 达 16 x 10* 种 ,已 非 接近 真 并 世界 的 色光 故 RGB 图 像 又 称 真 彩色 图 像 。 





索引 便 像 包括 图 像 数 组 与 颜色 网 











作为 像素 颜色 的 索引 ,颜色 围 数 组 是 行 x3 列 数组 ,索引 指向 颜色 图 数组 的 行 ,查找 
红 ` 绿 \ 蓝 三 分 色 的 亮度 ,不 难 理解 , 图像 数组 元 素 的 信 应 该 是 整数 。 显 然 ,c 值 的 大 小 
000 ,表示 图 像 有 ! 000 种 不 同 的 颜色 。 颜 色 网 数组 的 数据 类 型 只 
能 是 双 精 度 型 ,数组 元素 的 到 值 范围 在 0 与 ! 之 间 , 颜 色 图 数组 的 每 一 行 指定 出 某 -- 


图 像 颜 色 的 深度 ,例如 c=1 


























红 , 绿 、 蓝 三 分 量 的 亮度 。 








像 数组 的 数据 类 型 是 双 精 度 





素 的 值 为 1 ,查找 颜色 图 数 生 














的 第 1 行 ,为 2 则 查找 颜色 图 数组 的 第 2 行 , 依 此 类 推 。 如 


像 数组 的 数据 类 型 则 可 以 是 双 精 度 、16 位 整 型 和 8 位 四 理 。 
型 ,数组 元 素 的 值 直接 作为 查找 像素 颜色 的 索引 ,例如 岁 像 数组 元 


数组 ,图像 数组 是 严 行 xz 列 的 二 维 数组 ,数组 元 素 的 值 


霹 像 素 
袁 示 了 


单 色 的 
如 财 





图 像 数 


组 的 数据 类 型 是 16 位 整 型 或 8 位 整 型 ,这 时 阁 像 数组 元 素 的 值 可 能 等 于 0, 而 颜色 图 数组 的 
起 始 行为 第 工行 ,所 以 必须 加 上 一 个 等 于 ! 的 偏 移 量 , 即 图 像 数 组 元 案 的 值 加 1 作为 查 
颜色 的 索引 。 例 如 赂 像 数组 元 素 的 值 为 0, 查 找 颜色 图 数组 的 第 1 行 ,为 1 则 查找 颜色 


的 第 2 行 , 依 此 类 推 。 








灰 度 网 像 ( 或 称 强度 图 像 ) 表 示 为 疾 行 xz 列 的 二 维 数组 ,数组 元 素 的 值 就 是 相应 
硕 度 等 级 。 忒 度 图 像 的 数据 类 型 可 以 是 双 精 度 .16 位 整 型 和 8 位 整 型 。 数 组 元 素 的 值 为 0 表 








示 相 应 像素 为 黑 , 数 组 元 素 的 值 为 1,256 或 65 535 时 ,表示 白 。Matlab 在 存储 灰 度 














有 颜色 图 ,但 在 显示 时 有 颜色 图 。 


54 


找 像素 
图 数组 











像素 的 


像 时 没 
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二 值 图 像 可 以 说 是 … 种 特殊 类 型 的 灰 度 图 像 , 它 只 有 黑白 两 个 厌 度 等 级 。 二 值 阁 像 的 数 


据 类 型 只 能 是 双 精 度 或 8 位 整 击 ,不 可 能 是 16 位 整 型 ,显然 用 8 位 整 型 更 节省 存储 空间 。 


Matab 提供 了 若干 实现 图 像 类 型 和 色 度 空间 互相 转换 的 函数 。 
数字 赂 像 在 计算 机 中 旦 以 数据 文件 的 形式 存储 的 ,Matlab 支持 的 图 像 文 件 格式 包括 :BMP 





〈《 Windows Bitmap)》 .HDF(Hierarchiecal Data Format) JPRG{ Joint Photographical Experts (Croup) 、 
PCX( 而 indows Paintbrmush ) TIFF( Tagged Image File Format) XWD(X 机 indows Domp) 。 


对 于 彩色 图 像 ,Matlah 小 波 工 具 箱 只 支持 索引 图 像 ,所 以 RGB 图 像 在 用 小 波 工具 箱 丽 数 





处 理 之 前 必须 转换 成 索引 赂 像 。 如 颜色 图 是 平滑 的 , 则 小 波 分 解 可 直接 用 于 索引 周 像 ; 咎 则 ， 
可 以 将 它 转换 成 颜色 图 平滑 的 灰 度 图 像 、 图 像 数组 元 素 的 值 应 该 是 整数 ,但 也 容许 是 非 整数 。 
在 进行 数值 计算 的 过 程 中 ,图 像 数 组 元 素 的 值 为 非 整 数 不 会 带 来 作 何 问题 ,但 在 显示 图 像 时 ， 
小 于 1 的 数 都 视 为 1, 大 于 *。 的 数 都 视 为 c(e 为 颜色 图 数组 的 行 数 ) ,在 1! 和 之 间 的 非 整数 四 
售 五 人 为 最 搂 近 的 整数 。 此 外 ,小 波 分 解 产生 的 系数 ( 即 离散 换 近 信号 和 3 个 方向 的 离散 细 
节 信 号 ) .逼近 和 细节 (经 过 插值 的 逼近 和 细节 蒂 导 ) 不 再 是 索引 数组 。 











例 3.7 将 Matab 小 波 工 具 箱 中 存储 的 图 像 用 wvdec2 函数 作 两 级 分 解 。 程 序 如 下 : 


clear al 

人 台 装 人 并 显示 索引 图 像 

load wbarbiimage(X) ;colomap( map) ，colorbhar; 

和 将 索引 网 像 转化 成 藉 度 图 像 并 显示 

I=ind2gray(X,map) ;ifigure; [=imadjust( Istretehlimn(IT) ,[0,1] ) ;imshow(D); 
镶 做 二 维 小 波 分 解 并 显示 其 结果 


WwWname = “sym2 


[C 


,8] = wavedec2(1,2,wname)j 
ceA1 


= appcoeP(C,S,wname,1); 


[eHl ,eV1,cD1] = deteoe2('all',C,S,1)， 


2 


= appeoeP(C,S,wname,2); 


[eH2 ,cV2,cD2] = detcoeP('al',C,S,2); 


Al = warcoef2('a,C,S,wname,1)i 
Hl = weoe 刀 (CS,wname,1); 
V1 = weoe 人 (入 CS,wname,1); 
D1 = wooeP2( 由 ,C,S,wname,1); 
A2 = wacoeP2('a,C,S,wname,2) 1; 
H2 = wreoeP( mm C,S,wname,2) 1 
V2 = wmcoeP(Uv' CS,wname,2)i 
D2 = wmeoeP('d CC,S,wname,2); 
figure; 


subplot(2,2,1);A1 = abs(Al) ;Al = imadjust( Al ,stretchlim(Al) ,[0.1]) ;imshow(Al); 
tile('Approximation At ， 
subplot(2,2,2) ;HL =abs(HI) ;HI = imadjust( HI,stretehlim(HI) ,[0,1 );imshow(HI) ， 
tiue("Horizontal Detail HI 
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subpjot(2,2.3);VI = abefV1);VI =imadjust VI .stretchlim(tV1) ,[0.1] ) ;imshow(yl)， 
tille( “Verical Deaad V1 ) 
subplot(2.2.,4);:DI = abhs(DI) ;:DI = innadjustf DI ,streiehlim(D1) , [0.1]) ;imshow(DI); 
He( Diaeonal Detail D1 7 ) 

fiane; 


aubplot(2,2,1);A2 = abs(A2) ;A2 =imadjust( A2 ,wiretehlim(A2) ,[0,1] ) :imshow(A2); 





tile( "Approximmaktion A2') 

mibplot(2,2,2)3H2 =abs( H2);H2 = imadjost( H2 ,wretchlim(H2) [0.1] ) ,imshow(H2); 
恒 Ie( Horizontal Detail H27) 

subplot(2,2,3);V2=uhs(V2);V2= inadjusl(V2.sretehlim(V2) ,[0.1]):imshow(V2); 
fle( Vertical Detail V2 7) 


quhplot(2,2,4);D2 =abs(D2): 


D2 = imadjuwt D2 .stretehlim( D2) ,[0,1] ) :imshow(D2)， 
Widef "Diagonal Detuit D2/ 

原始 图 像 是 一 个 索引 图 像 ,其 文件 名 为 wbarh, 图 像 数组 与 若 色 图 数组 名 分 别 为 X 和 
map ,程序 运行 之 后 ,可 以 看 到 颜色 图 是 平 调 的。 将 它 转 换 成 灰 度 图 像 1 之 后 作为 小 波 分 解 的 
原始 图 像 A0, 做 了 两 级 分 解 之 后 第 1 级 的 通 近 及 炒 向 ,纵向 . 斜 向 网 节 为 A1 和 HI .VI.DL ,第 
2 级 的 通 近 及 横向 .纵向 . 斜 向 网 节 为 A2 和 H2 .V2 .0D2. 如 图 3. 10 所 示 

















中 1 
Di 
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图 3 11 家 引 图 人像 丙 色 力 平 带 
例 3.8 将 农 引 图 像 的 下 色 图 平滑 化 。 稳 序 如 下 : 
索引 闸 像 ,并 显示 





和 锅 装 人 文件 名 为 "xpmnddl" 
losd xpmndrll 
image{ X2 ) ;colernmap( map) ; colorhor;tiUe( "Onginal Color Indexed Image') 
名 转换 成 颜色 图 平 带 的 灰 度 索引 亲 像 ,并 显示 
T=ind2azay(X2 .map); 
Ts=size(rasp,1)3 
X=round(1w*tn-1))+13; 
ap2 = grayf(n)i 
figureiimagr{ X) ieolormapr map2) ,eolorbarititle( "Proeessed Cray Seale ndexed lmage') 
各 将 结果 存 为 文件 名 为 "haboon* 的 磁盘 文件 ,其 图 像 数 组 名 是 "haboon” ,颜色 图 数组 名 是 "mapn 
babhoon = X;map = map2i;save baboon baboon Fap 
如 图 3.11 左 图 所 示 ,索引 图 像 的 颜色 图 不 平 消 ; 经 过 处 理 之 后 转换 成 颜色 图 平 济 的 灰 度 
图 像 
例 3.9 如 果 已 有 一 幅 数 码 相机 拍摄 的 真 彩色 JPEC 图 像 存 人 Mallah ,其 文件 名 为 *exam- 
ple" ,可 通过 如 下 移 序 将 它 转 换 成 适当 的 索引 图 像 : 
够 调用 imfinfo 本 数 显 示 数 码 相 机 拍摄 的 真 彩色 JPEG 图 像 的 相关 性 质 
Info = imfinfof "examiple. jpg' ,jpg') 
久 读 和 图像 并 转换 成 索引 图 像 后 加 以 亚 示 
RCBI1 = ijmmrewd( 'example. jpg")， 
XI ,mapl ] = rgb2inl( RGBI ,128) ; 





inmmage( XI ) ;eolormap( mapl ) ;colortmr; 
多 修改 图 像 数 给 大 小 ,并 将 其 数据 类 型 由 8 位 整 型 修改 为 双 精 度 浮 点 型 名 
X2 = imresizef X1 ,0.5) ;X3 = double( X2) + 1; 


Bigureiimage( X3 ) ;eolormapf mapl ) ;eolorbar; 


$ 生 = 
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第 3 章 指 出 可 以 从 尺度 涉 波 器 生成 多 分 辩 率 分 析 从 而 构造 正 交 小 波 , Daubeehies 正 是 通 
过 设计 尺度 滤波 器 构造 出 几 种 具有 特定 人 狂 质 的 小 波 ,在 小 波 分 析 中 获得 了 广泛 的 应 用 。 了 解 
小波 的 构造 对 理解 它们 的 性 质 ,从 而 在 实际 应 用 中 正确 地 选择 小 波 是 大 有 神 益 的 。 





4,.1 尺度 滤波 器 的 性 质 


多 分 辨 率 分 析 中 ,尺度 函数 由 (5) 和 尺度 滤波 器 Am) 满足 如 下 二 尺度 方程 
(= 和 (2 一 站) (4.1.1) 
这 是 一 个 十 分 重要 的 关系 式 , 它 意味 着 可 以 通过 设计 天 (=) 得 到 尺度 呆 数 忆 (5) ,再 根据 
(3.2. 10) 式 计算 g(n) 从 而 构造 证 交 小 波光 (号 。 

多 分 辩 率 分 析 中 的 滤波 器 g(n) 由 式 
g(n) = 二 (- pl -nm) (4.1.2) 
计算 。 在 信号 处 理 中 , 称 六 na) 和 8(m) 为 正 交 镜像 滤波 器 QMF (quadrature mirror fiter) ,或 共 
本 镜像 滤波 器 CME(conjugate mimor flter) 。 


二 尺度 方程 (4. 1. 1) 昔 涵 了 这 样 一 个 事实 :1d( 昌 jz 是 斑 的 正 交规 范 基 。 而 由 (站 二 
进 伸缩 和 平移 构成 正 交规 范 基 的 充分 必要 条 件 是 


之 |@(w +28m) = 1 
对 (4.1.1) 式 两 边 作 傅立叶 变换 得 
个 开 多 、 了 名 
中 (ao) = 万 2)4(027 
将 它 代 入 正 交 规范 基 的 充分 必要 条 件 , 有 
之 1E(aoz2 + mr) Sox2 rp =2 


在 上 式 中 将 下 分 为 奇偶 两 组 分 别 求 和 ,并 考虑 到 和 (wo) 是 2 的 周期 函数 ,得 
|ez2) 民 + 1RCao2 +T)| = 了 2 
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将 ex2 换 成 w, 有 
| 有 Co) + | 召 (w+m)P=2 (4.1.3) 
它 实 际 上 是 $( 忆 正 交 性 的 等 价 表达 式 。 在 构造 小 波 的 过 程 中 ,上 式 将 起 关键 作用 。 
类 似 的 ,|z。( 旨 juez 是 歼 的 正 交 规范 基 的 等 价 表达 式 为 
《4.1.4) 


1c(oJP+ co+m)2 = 2 
还 可 以 证 明 [9] :中 ( 缚 与 几 ( 妆 的 平移 正 交 任 等 价 于 
(a@)C" (mm) + 在 o+TTIG" (oo+T) =0 (4.1.5) 
上 列 3 式 指出 共 罗 镜 像 滤 波 器 具有 一 定 的 正 交 性 。 
定理 4.[ 共 簿 镜像 滤波 器 的 正 交 性 质 的 时 域 表达 形式 是 ， 


卫 HaP-26) = B (4.1.6) 
egCn)g(nm -25) = 有 (4.1.7) 
定 hn)g(na-26) =0 (4.1.8) 


证 明 由 二 尺度 方程 (4.1.1) ,有 
由 -有 =)b(2 -2 一 nm) 
= 民 >AL-266(2 一 站 
7 
所 以 ， 
Bi = 《由 (由 (一 六 )》 
= 2 之 MD 和 24-m， 守 0 一 260 由 (24 一念》 
=2> 之 ADRG- 2)《9(024 一品 (2 一下》 
由 由 ( 晶 的 平移 正 交 性 , 知 24d(20 -nm) 902 一 门 ) =6 故 
及 = 《由 (站 (一 有 》 
六 RaRCL -28)8. 
5 


了 上 (nz 一 28) 
朵 理 , 由 二 尺度 方 穆 (3. 3. 12) 及 岁 (号 的 平移 正 交 性 可 证 (4.1.7) 式 。 而 证 明 (4.1.8) 式 则 要 
用 到 由 ( 攻 和 少 (昌之 间 的 正 交 性。 证 毕 。 

(4.1.6) 式 说 明 An) 与 其 偶数 平移 是 正 交 的 。 申 证 明 过 程 知 ,(4.1.6) 式 是 由 (日 的 平移 
正 交 性 的 等 价 欧 ,(4.1. 7) 臣 是 芯 (+) 的 平移 正 交 性 的 等 价 式 , 而 (4.1.8) 式 是 由 () 与 4(O 正 
交 性 的 等 价 式 。 

二 尺度 方程 (4. 1. 1 ) 的 频 域 等 价 表达 式 为 :V2d(w) = 吾 (ox2)$(ox2), 令 四 =0, 由 了 
(0) 关 0, 所 以 有 











革 





瑟 (0) = 《4.1.9) 
它 意味 着 A(n) 的 系数 必须 满足 
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了 pn) = 全 (4.1.10) 


这 是 a(n) 必 须 满足 的 最 能 条 件 。 
令 (4.1.6) 式 中 小 =0, 有 





并 Rao3=1 (4.1.11) 


即 尺 度 滤波 器 系数 的 范 数 等 于 1。 
此 外 ,z(n) 的 偶数 系数 之 和 应 等 于 其 奇数 系数 之 和 , 即 


冯 2p)》 = 之 A(2m +1) = 
证 明 令 (4.1.3) 式 中 必 =s* 有 














(4.1. 12) 


al- 





Hm) =0 (4.113) 
根据 傅立叶 变换 的 定义 ,得 
BT) = >Rnem = (~1D(n) 
= 六 pP(2n) - 六 hz+1l) =0 
再 考虑 到 (4.1.10) 式 , 便 可 由 上 式 得 到 (4.1.42) 式 。 证 毕 。 
(4.1.12) 式 比 (4.1.10) 式 强 ,但 比 正 交 性 条 件 (4.1.6) 式 弱 。 假 若 大 由 是 一 个 长 度 为 站 
的 FIR 滤波 器 , 则 由 (4. 1.10) 式 和 (4.1.6) 式 所 规定 的 约 束 条 件 可 以 列 出 Na2 +1 个 方程 ,从 


而 求 出 An) 的 系数 。 但 为 了 得 到 性 质 更 好 的 小 波 ,应 该 利用 剩余 的 肯 由 度 对 P(n) 施 加 更 多 
的 约束 条 件 ,其 中 最 重要 的 就 是 小 波 消失 矩 。 














4.2 小 波 基 的 性 质 




















小 波 基 的 应 用 大 允 是 充分 发 挥 其 用 很 少 的 非 零 小 波 系 数 去 有 效 和 远 近 特殊 函数 类 的 能 力 。 
图 像 压 缩 是 这 样 ,噪声 去 除 和 快速 计算 也是 这 样 。 故 消 ( 七 的 设计 必须 被 最 优化 以 产生 尽 可 能 
多 的 小 幅 值 小 波 系数 。 这 个 性 质 主要 依赖 于 信和 号 的 正则 性 ,小 波 的 消失 和 矩 阶 数 及 其 支 集 的 大 
小 。 为 了 由 以 邓 构造 合适 的 小 波 ,应 该 将 小 波 消失 矩 阶 数 及 其 支 集 大 小 与 &(m) 联 系 起 来 。 


4.2.1 小 波 消失 乱 及 其 支 集 
1.5 节 甸 论 述 过 消失 矩 , 如 
万 -0 or1 (4.2.1) 


则 多 ( 纹 县 有 天 阶 消失 撼 。 这 意味 着 (5) 与 任何 小 于 天 次 的 多 项 式 是 正 交 的 。 如 果 扎 疏 是 局 
部 C 的 ,那么 在 一 个 小 区 间 上 它 可 以 用 下 -1 阶 泰 勤 多 项 式 很 好 地 通 近 。 若 直 < 天 , 则 小 波 与 
这 些 泰勒 多 项 式 正 交 , 因 而 对 细 尺 度 产 生 小 幅 值 小 波 系数 。 下 述 命题 将 消 ( 5) 的 消失 矩 阶 数 与 
阁 (o) 在 w=0 处 导数 为 零 的 阶 数 ,以 及 如 (o) 在 由 = 处 的 零点 重 数 联系 起 来 。 它 局 时 表明 
直到 大 -| 次 的 多 项 式 均 可 表示 成 1$(: -mm) 1,。z 的 线性 组 合 。 
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定理 4.2 《消失 和 矩 》 

设 岂 (区 和 由 ( 电 是 生成 一 组 正 交 基 的 小 波 和 尺度 函数 , 且 当 二 tee 时 有 足够 快 的 误 减 , 即 
| 六 加 1|=0(CCL+P) 0) 且 |( 间 |=O(CC+ 基 ) 人 基 -1) , 则 下 面 4 个 命题 等 价 ; 

(1) 小 波光 (人 有 天 阶 消失 矩 ; 

(2) 太 (oo) 及 其 前 天 -1 阶 导数 在 w=0 处 为 零 ; 

(3) 吾 (w) 及 其 前 天 -1 阶 导数 在 w = 开 处 为 零 ; 

《4) 任 何 天 -1 工 次 多 项 式 可 以 表示 成 1$4 -ma) | ez 的 线性 组 合 。 

由 19(2 | 和 |%(6 | 的 衰减 性 知 $(w) 和 六 (wo) 是 天 次 连续 可 微 的 。 根 据 伟 立 叶 变 换 的 性 
质 ,(4. 2.1) 式 等 价 于 : 

电 (o) =0 大 =0,1, 天 一 1 (4.2.2) 


cp 


由 (3.2.10) 式 ,有 


v2N(2o) = CE(o)0(o) 
由 于 $(0) 关 0,C(0) =0, 所 以 (4.2.2) 式 意味 着 C(o) 在 w=0 处 的 前 天 -1 阶 导数 必然 为 零 。 
又 因为 














CUaw) = e“ 百 " fo 十 帮 ) 
所 以 , 开 (w) 及 其 前 扩 - 工 阶 和 导数 在 w = 关 处 为 零 。 如 果 产 (n) 是 一 个 实 系数 FIR 滤波 器 , 则 
(@) 在 w=T 有 天 重 零点 ,从 而 刀 (o) 可 写成 


Ho) = (Le ou) (4 工 3) 
其 中 ,C(w) 是 一 个 实 系数 多 项 式 , 旦 在 w = 处 既 无 极点 又 无 零 戌 。 


4.2.2 小 波 支 集 


如 果 灰 站 在 名 处 有 一 孤立 奇 点 , 且 心 包含 在 加 .的 支 集 内 ,那么 小 波 系数 (六 办。) 一 般 有 
大 的 幅 值 。 如 果 #( 人 有 一 长 麻 为 W 的 紧 支 集 , 则 对 每 个 尺度 2 , 均 有 M 个 上风 | ez 的 支 集 包 
含 @, 从 而 产生 大 幅 值 的 小 波 系 数 。 为 了 使 大 幅 值 的 小 波 系数 最 少 ,必须 减 小 东 ( 纪 的 支 集 长 
度 。 下 述 定理 将 Am) 的 支 集 长 度 和 (5 与 #( 纺 的 支 集 联 系 起 来 。 

定理 4.3 〈 紧 支 集 ) 

尺度 函数 由 (0) 有 紧 支 集 当 上 仅 当 A(na) 有 紧 支 集 , 且 两 者 的 支 集 相等 。 如 果 中 ( 习 和 有 Cn) 
的 支 集 是 [Wi ,如 ] ,那么 , 沙 ( 昌 的 支 集 是 [(N -Na +1)[2 0 - 岂 +I)M2]。 

这 个 定理 很 容易 几 一 尺度 方程 加 以 证 明 。 巾 上 述 定理 可 以 看 到 ,y (1 的 支 集 长 度 为 
1 一, 支 集中 心 位 于 172。 

一 般 说 来 ,一 个 函数 的 支 集 长 度 与 其 消失 矩 阶 数 是 独立 的 。 但 对 正 交 小 波 来 说 ,具有 天 
阶 消失 矩 意味 着 其 支 集 长 度 至 少 是 2K - 1。 所 以 在 选择 正 交 小 波 时 ,必须 在 支 集 长 度 和 消失 
矩 阶 数 之 间 折 中 。 如 果 信号 有 很 少 的 孤立 奇异 点 ,在 达 异 点 之 间 很 光滑 ,应 选择 具有 高 阶 消 失 
矩 的 小 波 以 使 大 量 的 小 波 系数 幅 值 很 小 。 而 当 奇 异 点 靠 得 很 近 时 ,最 好 选择 支 集 长 度 较 小 的 
小 波 , 以 便于 区 分 这 些 奇异 点 ,同时 也 可 以 减少 大 幅 值 的 小 波 系数 。 
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4.2.3 正则 性 


在 1.5 节 曾 指出 ,如 函数 扰 芒 在 点 如 的 邻 域 [m -az+b] 是 严 次 可 微 的 , 则 在 该 邻 域内 
的 泰勒 多 项 式 


玖 -了 
P(i) = 福全 -oo) (4.2.4) 
癌 员 
是 对 天 号 的 一 个 很 好 的 通 近 ,逼近 误差 满足 


Up -PCDls 上 ap ent (4.2.5) 


为 了 更 精细 的 定量 描述 函数 的 正则 性 , 普 先 引入 Lipscbitz 指数 w,a 不 必 是 一 个 正 整数 。 
在 第 ?7 章 将 进一步 看 到 ,a 可 以 小 于 1 甚至 是 一 个 负数 ,这 样 就 可 以 用 Lipschitz 指数 来 描述 丽 
数 的 奇异 性 。 

定义 4-1 对 函数 妃 D) ,如 存在 常数 C>0, 以 及 严 =Laej 阶 多 项 式 P(z) ,使 得 

VE 屎 ,| 关 说 -已 中 | 么 Ca (4.2.6) 
则 称 函 数 扎 在 点 6Lipschitz a。 亚 =Laj 表 示 普 为 小 于 e 的 最 大 整数 。 刀 对 所 有 的 总 s [oa， 
引 以 及 一 个 与 5 无 关 的 常数 C, 使 得 (4. 2.6) 式 成 立 , 则 称 函 数 护 忆 在 区 间 [e,b] 一 臻 Lipsehi- 
ta。 使 (4. 2.6) 式 成 立 的 ae 的 上 蛋 定义 为 ipschitz 正则 性 。 

当 小 波 分 析 用 于 数据 压缩 和 去 噪 时 ,要 量化 小 波 系数 并 做 闪 值 处 理 ,然后 在 进行 信和 号 重 构 
时 ,量化 和 环 值 处 理 所 带 来 的 误差 = 会 使 每 个 分 量 产生 误差 sj ,从 而 引起 重 构 信 生 的 降 质 。 
如 小 波 比较 平滑 , 则 误差 sy,,* 也 比较 平滑 。 人 眼 对 平滑 误差 比较 不 敏感 ,所 以 在 图 像 压 缩 中 ， 
应 尽量 选用 正则 性 较 好 的 小 波 作 图 像 重 构 。 下 述 定理 将 尺度 冰 数 和 小 波 的 一 致 Lipsehitz 正则 
性 与 尽 (w) 在 @w = 处 的 零点 重 数 联系 起 来 。 这 时 厂 (w) 仍然 可 以 写成 (4. 2.3) 式 所 示 的 因 式 
分 解 形式 。 

定理 4.4 如 anp。cejC(w)| =B, 则 少 和 中 的 一 致 Lipsehit a 满足 

a<eo = 天 -logB-1 (4.2.7) 

由 上 述 定理 可 以 看 到 :如 召 <2“… , 则 ao >0, 这 意味 着 少 和 由 至 少 是 一 致 连续 的 。 如 对 任 
意 的 严 >0, 召 <25…”, 则 oo >mm, 这 时 几 和 由 是 严 次 连续 可 微 的 。 虽 然 不 能 断定 高 阶 消失 矩 
的 小 波 具 有 更 好 的 Lipschitz 正则 性 , 因为 随 着 消失 和 矩 阶 数 天 增加 ,也 可 能 增加 ;但 对 Dau- 
bechies 小 波 和 样 条 小 波 这 样 一 些 重要 的 小 波 而 言 , 妃 的 增加 要 比 天 的 增加 慢 得 多 ,所 以 高 阶 
消失 矩 的 小 波 具 有 更 好 的 Lipsehitz 正则 人 性 。 



































4,.3 Daubechies 小 波 


著名 数学 家 Daubechies 根据 尺度 滤波 器 的 性 质 ,指出 了 在 频率 域 构造 小 波 的 途径 ,为 小 波 
理论 的 发 展 作出 了 卓越 的 贡献 。 
考虑 支 集 为 [0,w -~ 1] 的 实 系数 因果 滤波 器 4(a) ,这 时 世 ( 习 是 支 集 为 [1 - A[2 ,WA2j 的 
肾 支 小 波 。Daubechies 小 波 是 在 给 定 消失 矩 的 条 件 下 ,具有 最 小 支 集 的 小 波 。 
对 于 支 集 为 [0,W - 1] 的 实 系数 因果 滤波 器 An ) ,其 傅立叶 变换 为 如 下 三 角 多 项 式 ， 
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吾 (m) = 等 kme 《4.3.1)》 
小 流 有 天 阶 消 失 抵 意味 着 (w) 在 由 = 处 有 天 重地 点 ,或 者 说 甩 (z) 在 := -1 处 有 天 重 夫 
点 ,所 以 An) 的 亿 立 叶 变换 可 写 成 
Ho) = (5 ecw) (4.3.2) 
而 其 2 变换 为 如 下 多 项 式 ， 
Ha) -= 吕 NDe = (I 天 oa (4.3.3) 
其 中 ,@(z) 是 2-! 的 W- 1 -K 次 多 项 式 。 由 于 有 (Cn 的 系数 是 实 的 ,所 以 | 有 (w) | 是 个 函数 ， 


可 写成 cose 的 多 项 式 ,从 而 |Q(w) 上 也 可 写成 cosw 的 多 项 式 ,并 进而 写成 sm?( wx2) 的 多 项 
式 : 





10(z)C(z) | 
P[sinz(eax2)] (4.3.4) 
其 中 , 己 是 一 个 W-1 -天 次 多 项 式 。 令 y =sie (oa/2) , 则 由 (4.3.2) 式 得 

(Bo@) | = 2eos (ax2)10(o) 


10(o) 


= 2(1 -7)“P(7) (4.3.5) 
考虑 到 尺度 滤波 器 正 交 性 的 频 域 表达 式 ; 
|(o) 忆 + ECo+T) 有 =2 (4.3.6) 
由 上 列 两 式 可 得 
yP(L -7 +(-7)sp(y》=1 (4.3.7) 
显然 ,方程 (4.3.7) 应 满足 如 下 约束 条 件 : 
P(y7) 0.y es [0,1] (4.3.8) 


为 了 得 到 A(m) 的 系数 ,必须 求解 关于 多 项 式 P 的 方程 (4.3.7) 。 关于 它 它 , 有 如 下 Bezout 定理 。 
定理 4.5 (Bezout 定理 ) 
设 @ (0 和 @( 人 是 由 和 普 次 多 项 式 ,它们 设 有 公共 零点 。 则 存在 次 数 分 别 为 四 -1 和 
避 -1 的 两 个 惟一 多 项 式 PCy) 和 已 (y) ,使 得 
忆 (7)O7) +P(7)OC7) =1 (4.3.9) 
将 Bezout 定理 用 于 方程 (4.3.7) : 令 O(7) = 六 ,0:(7r) = (1 -9) 它们 显然 没有 公共 零 
点 。 千 是 存在 两 个 惟一 的 天 -1 次 多 项 式 书 (y) 和 户 (y) ,使 得 
扩 Pi(y) +(L-y)xP(y) =1 
令 x=1l1-7, 则 有 
(1 -aspPi(l -xz) +xepP(l-x) =1 
对 照 上 列 两 式 知 P (7) = 户 (1-y) =P(L-y) ,所 以 方程 (4.3.7) 存 在 一 个 惟一 的 多 项 式 解 


PCy)。 
可 以 证 明 [8] ,方程 (4.3.7) 的 通 解 是 
P(7) = 吕 作 1， yzR( 王 - (4.3.10) 
AI 


其 中 ,R(yY) 是 一 奇 次 多 项 式 ,使 得 P(y) >0, Yyrs[I0,1]。 
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当 R7) =0,P(y) 是 一 个 天 -1 次 多 项 式 , 故 六 -1 -天 = 帮 -1, 即 =2K。 如 灵 (y) 天 0， 
P(y) 是 一 个 高 于 故 -]1 次 的 多 项 式 , 应 有 wN-1- 天 > 天 -1, 即 六 >2K。 

构造 Daubechies 小 波 时 , 令 R(7) =0, 此 时 尺度 滤波 器 请 (na) 具有 最 小 长 度 六 =2K。 当 
尽 (7) 天 0 时 ,可 以 附加 小 波 消失 和 矩 以 外 的 其 他 约束 条 件 , 构 造 具有 更 好 性 质 的 小 波 ,但 这 些小 波 
将 具有 更 大 的 支 集 长 度 。 所 以 Daubechies 小 波 也 是 在 给 定 滤波 器 长 度 的 条 件 下 ,具有 最 大 消失 
垂 的 小 波 。 对 于 天 阶 Daubechies 小 波 , 它 具有 天 阶 消失 矩 ,$(t) 和 (nm) 的 支 集 是 [0,2K -1 ， 
几 ( 昌 的 支 集 是 [1 -天 天] ;也 就 是 说 池 ( 切 的 支 集 长 度 是 2 天 -1 ,而 (n) 的 支 集 长 度 是 2 天 。 

对 于 Daubeeihies 小 波 








所 /大 一 工 + 青 


Po = ProD = 己 { 4 jP = 这 (4.3.10 
这 时 ,P(7) 是 一 个 天 - 1 次 多 项 式 , 其 系数 为 
天 人 0- (4.3.12) 
也 可 由 下 列 迁 代 计算 式 
pe = 号 CD 人 下 = 1.2， 天 -1 (4.3.13) 


来 计算 P(y) 的 系数 。 然 后 将 忆 [sin (ov2) ] 代入 (4. 3.4) 式 便 可 算出 @(z) ,再 由 (4. 3.3) 式 
计算 出 尺度 滤波 器 的 系数 。 由 于 @(z) 和 @(z 一 ) 的 等 点 互 为 倒数 ,如 选取 0(z) 的 所 有 零点 均 
位 于 单位 圆 内 ,那么 ,尺度 滤波 器 将 具有 最 小 相位 。 这 样 得 到 的 因果 洪波 器 An) 的 能 量 主要 
集中 在 ”=0 附近 。 这 意味 着 &(*) 很 不 对 称 , 不 具有 线性 相位 ,因此 ,(1) 和 区 (9 也 很 不 对 
称 。 

例 4.1 取 K 天 =2, 则 mm =1, 记 =2, 由 (4.3.4) 式 得 


1@(o)P = Psim(o[2) ) = 1+2sin(a2) =2 -coso =2 -二 (ev +ew) 








0(z)0() = 2 -二 (+ 

令 上 式 为 夫 求 得 CQ(z)0(z- ) 的 零点 为 as =2+ 合 , 取 2+, 得 
oz ) =c(z-(2+)) 
0 =c( 二 -(2+)) 


之 所 以 要 取 2 +V3 ,是 考虑 到 @(z) 的 零点 位 于 单位 圆 内 。 上 列 两 式 中 ,ce 是 一 待定 系数 ,可 由 
下 式 确 定 


0000G 7) (人 +) 4)) -2- 二 (zt+o) 
可 以 通过 比较 同类 项 的 系数 来 确定 “, 也 可 以 简单 地 令 z= 1 由 上 式 求 得 c= (1 -. 合 )/2。 将 
CO -= 于 和 ( -GD)) 


代入 (4.3.3)》 式 便 可 求 得 尺度 滤波 器 系数 如 下 : 
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严 0 1 2 3 
Ana)》 UL+r)A8 朵 (3+ 呵 )[8 (3-)《8 UL -SN)A8 

















图 4.1 dh4 尺度 函 数 (a) 及 小 波 (b) 
按 (4.1.10) 和 (4.1.11) 式 ,尺度 滤波 器 系数 之 和 为 VI ,而 其 范 数 为 1。 如 改变 规范 化 的 
方式 ,将 上 述 尺 度 滤波 器 系数 均 除 以 v2 ,使 尺度 滤波 器 系数 之 和 为 1 , 则 范 数 为 1/2。 在 Matlab 
中 ,函数 dhau 和 dbwavf 都 可 用 来 计算 与 Daubechies 小 波 相关 联 的 尺度 滤波 器 系数 ,dhaux 可 
由 用 户 指定 尺 庶 泪 波 器 系数 之 和 ,而 dhwavf 则 限定 尺度 滤波 器 系数 之 和 为 1。 例 如 ,由 
dhaux(2,1) 和 dhwavf( “db2  ) 都 返回 与 二 阶 Daubechies 小 波 相关 联 的 尺度 滤波 器 , 旦 其 系数 
之 和 为 1。Daubechies 小 波 和 尺度 函数 都 没有 解析 表达 式 ,只 能 通过 选 代 计 算 画 出 它们 的 波 
形 。 和 迭代 计算 使 用 多 分 辩 率 分 析 的 重 构 算法 ,其 思路 如 下 :设想 多 分 辩 率 分 析 中 的 信和 号 就 是 尺 
度 函数 ,那么 在 某 一 分 辩 率 时 离散 逼近 信号 中 只 有 一 个 值 不 为 零 , 而 在 同一 分 辩 率 及 更 精细 的 
分 辩 率 时 离散 细节 信号 全 为 零 。 例 如 姑 六 = 由 ( 划 , 则 只 有 m(0) =1 ,而 其 他 的 m(m) 值 全 为 
零 , 即 mo(a》 =8(n); 所 有 的 dg%(2) /<04 全 部 等 于 零 。 通 过 一 级 重 构 , 可 以 算出 _,(n) ;再 
通过 一 级 重 构 计算 ,得 -:(") ;多 次 选 代 计 算 就 得 到 尺度 函数 足够 密集 的 抽样 ,从 而 曾 出 它 的 
波形 。 小 波 函 数 也 可 按 相似 的 选 代 计 算 画 出 。Matlab 中 的 函数 wavefun 就 是 通过 选 代 计算 画 
出 小 波 和 尺度 甫 数 波形 的 。 图 4. 1 为 4 阶 Daubechies 小 波及 尺度 函数 。 


























4.4 Symmlets 和 Coifiets 小 波 


4.4.1 Symanlets 小 波 


在 设计 Daubhechies 滤波 器 时 ,选取 @(z) 的 所 有 零点 均 位 于 单位 圆 内 ,于 是 &(n) 的 能 量 主 
要 集中 在 ”=0 附近 ,从 而 R(n) 很 不 对 称 , 不 具有 线性 相位 ,因此 由 ( 芭 和 峭 (5 也 很 不 对 称 。 
Daubechies 已 经 证 明 [8] : 除 喻 尔 滤波 器 之 外 ,所 有 实 系数 紧 支 尺度 滤波 器 都 不 对 称 , 不 具有 线 
性 相位 。Daubechies 在 设计 Symmlets 滤波 器 时 ,优化 选择 0(z) 的 零点 使 &(n) 几乎 具有 线性 
相位 ,从 而 得 到 近似 对 称 或 反对 称 的 小 波 和 尺度 函数 。 玉 阶 Symmlets 小 波 具 有 天 阶 消失 下 ， 
支 集 为 [ -大 +I ,天 ] ,滤波 器 长 度 为 2K。 图 4 2 而 出 了 4 阶 Symmlets 小 波及 尺度 函数 。 


4.4.2 Coiflets 小 波 


设计 Daubechies 小 波 时 ,只 考虑 了 小 波 获得 最 大 消失 扼 , 而 未 考虑 尺度 丽 数 的 消失 矩 。 现 
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1.2 1.5 
工 了 
0.8 05 
0.6 0 
0.4 
02 -0.5 
站 ~1 
25 2 四 各 8 150 村 四 8 
(9) 《b) 
图 4.2 symd 尺度 函数 (a) 及 小 波 (h) 
在 同时 考虑 尺度 卫 数 和 小 波 的 消失 矩 , 即 
ge)a =0， = 0 和 -1 (4.4.0 
Co)dx = 1， do)dc =0， 有 = 1 天 -1 (4.4.2) 


对 某 一 精细 尺度 2 ,如 信号 瑚 习 在 := 2 的 邻 域内 是 忆 < 天 的 , 则 扰 9) 可 在 此 邻 域内 
展开 为 天 次 泰勒 多 项 式 , 由 (4. 4.2) 式 推 知 
2 和》 妆 扎 2 +O(200057) (4.4.3) 
上 式 意味 着 信和 号 的 采样 值 是 其 尺度 系数 ( 多 分 辩 率 分 析 中 的 离散 和 逼近 信号 ) 的 高 阶 近似 ,而 且 
Coinets 小 波 的 消失 和 矩 阶 数 越 高 ,用 信号 的 采样 值 逼 近 多 分 辩 率 分 析 中 的 离散 还 近 信 叶 的 误差 
越 小 。 此 外 ,Coinets 尺度 函数 和 小 波 将 更 为 对 称 。 在 某 些 实际 应 用 中 ,对称 性 或 许 更 加 重要 。 
根据 传 立 叶 变换 的 定义 ,(4.4.2) 式 等 价 于 


是 (w) = 0 = 1 天 -1 (4.4.4) 
so 








_ 、 _ 工 1 
由 二 尺度 方程 $(2w) = oo)4(w) ,有 


1 


24'(2o) 万 [ 生 (o)d(o) + 吾 (@) 中 《oo)] 
由 于 到 (0) =0, 而 由 (0) 关 0. 故 由 上 式 排 知 下 (0) =0。 以 此 类 推 , 知 (4. 4.4) 式 意味 着 
aa) 加 @ 玫 = | (4.4.5) 
于 是 豆 (@o) 可 写成 
环 @) = [1+ (1-e sos(o)] (4.4.6) 


其 中 ,@a(w) 是 一 个 三 角 多 项 式 。 显 然 ,上 式 满足 (4.1.9) 式 。 
在 梅 造 Daubechies 小 波 时 已 指出 (4.4.1) 式 意味 着 


Cow) = (13 oo) (4.47) 
考虑 天 为 偶数 , 即 天 =27 的 情况 ,这 时 (4.4.6) 式 和 (4.4.7) 式 可 写成 
Mo) = ETI+ (- Daxew fsin(o2) )}zo(a)] 


Ho) = ,em(eon(o2) ) oow) 
66 





第 4 章 正 交 小 波 的 构造 


令 P(o)=( -1 25e 0(o),P(o)=e oOi(o), 则 有 
{eos 全 Po) = 1+ fsim 允 ) Po) 《4.4.8) 


这 时 (4.4.6) 式 和 (4.4.7) 式 意味 着 必须 找到 满足 (4.4.8 ) 式 的 两 个 三 角 多 项 式 局 和 已 。 根 

据 Bezout 定理 ， 
Pi(o) = 们 人 1 (sam 呈 ) + 人 sim 纪 ) Kw) (4.4.9) 
名 2 2 

其 中 ,/ 是 一 任意 三 角 多 项 式 , 它 的 设计 必须 使 尺度 滤波 器 的 傅立叶 变换 满足 正 交 条 件 
呈 (o +|ao+T)P=2。 

在 Matlab 中 ,Coiflets 小 波 的 阶 定义 为 过 ,所 以 三 阶 Coifets 小 波 的 消失 矩 为 22, 滤 波 器 的 
长 度 为 65。 与 Daubeehies 小 波 相 比 ,在 同样 的 小 波 消 撩 矩 时 ,与 Coiflets 小 波 相 关联 的 让 波 器 
有 更 长 的 长 度 , 但 尺度 冰 数 和 小 波 都 非常 接近 对 称 , 而 且 尺 度 函 数 具 有 2 -1 阶 销 失 矩 。 可 以 
函数 coifwavf 计算 与 coif 小 波 相关 联 的 尺度 滤波 器 ;也 可 以 用 orhfilt 冰 数 计算 与 coifL 小 
波 相 关联 的 滤波 器 组 ;还 可 以 用 wavefun 夯 出 与 coitt, 小 波 相 关联 的 尺度 函数 和 小 波 。 图 4.3 
绘制 了 与 co 衣 相关 联 的 尺度 吨 数 和 小 波 ,可 以 明显 地 看 到 尺度 函数 和 小 波 都 非常 接近 对 称 。 
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图 4.3 coift (a) 尺 度 丽 数 


4.5 样 条 小 波 


在 多 分 辩 率 分 析 中 , 曾 简要 地 提 到 过 [0,1) 区 间 的 特征 耳 数 是 多 分 辩 率 分 析 的 一 个 尺度 
苯 数 ,与 它 对 应 的 是 哈 尔 小 波 。 其 实 那 只 是 本 节 要 讨论 的 样 条 小 波 的 一 种 最 简单 的 情况 。 样 
条 函数 是 一 类 分 段 兴 滑 又 在 各 段 交接 处 具有 一 定 光滑 性 的 函数 ,而 在 小 波 分 析 中 用 得 最 多 的 
是 基数 全 样 条 函数 ,因为 它 具 有 最 小 可 能 的 支撑 宽度 ,又 便于 算法 的 计算 机 处 理 和 实时 实现 。 
所 以 下 面 只 讨论 基数 如 样 条 。 

分 段 常数 空间 记 为 % ,分 段 多 项 式 空间 记 为 S。 ,mm 为 多 项 式 的 次 数 。 当 普 为 二 整数 时 ,S。 
称 为 基数 样 条 空间 ,也 是 讨论 样 条 小 波 的 基本 空间 。 基 数 样 条 空间 S。 是 所 有 Je Cr"-'(R) 的 
集合 ,了 在 任 一 区 间 人 (t+1)5cz 是 不 超过 严 次 的 多 项 式 , 在 整数 节点 处 具有 连续 的 严 - 1 阶 
导数 。 

零 次 如 样 条 其 实 就 是 [0.1) 区 间 的 特征 函数 , 记 作 Ntz) 
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= 有，*s [0.1) 4.5.3) 
Ma(z) = f 0 ( 
严 次 基数 B- 样 条 w。(xz) 由 如 下 卷 积 选 代 关系 定义 
Nu(xz) = Ri(z) su(z) = we-Dd 站 艺 1 (4.5.2) 


也 就 是 说 ,mm 次 基数 下 样 条 Wu。(x) 是 零 次 吾 样 条 N(z) 自身 作 普 次 卷 积 的 结果 。 显 然 ,w。(x) 
是 紧 支 的 ,其 支撑 宽度 为 





suppw。= [0,m +1] (4.5.3) 

其 支撑 中 心 为 (m +1)72, 它 也 是 闪 (xz) 的 对 称 中 心 , 即 
(本 二) = 《到 二 -人 (4.5.4) 

且 普 次 基数 日 样 条 W。(z) 具 有 如 下 性 质 : 
No(xz) >0， 0<x< 了 +1 (4.5.5) 
了 we 有 = VE 及 《4.5.6) 
Pa(xz) = AN xz) = Wixz) -NGCz-I) (4.5.7)》 
Mi(z) = 二 Wi(z) + 开 +L-SN (xz 1) (4.5.8) 
和 FE 


下 面 讨 论 基数 吾 样 条 在 频 域 的 狂 质 。 由 (4. 5. 1) 式 很 容易 得 到 零 次 基数 8- 样 条 的 傅立叶 
变换 为 


aa sin(o/2) 
名 (wo) =e 四 (4.5.9) 
从 而 由 卷 积 选 代 关 系 (4- 5.2) 式 得 严 次 基数 召 样 条 的 傅立叶 变换 为 
-二 sin(@A2) 7 
训 (o) = e (人 ) (4.5.10) 


如 将 严 次 基数 B- 样 条 N(*) 平 移 为 [x+ (mm+1)72] , 即 对 称 中 心 移 至 坐标 原点 ,傅立叶 变 
换 将 不 再 出 现 上 式 中 的 线性 相位 ,但 mm 为 偶数 时 将 出 现 半 整数 节点 。 为 避免 出 现 半 整 数 节 
点 , 严 为 偶数 时 将 W。(x) 平 移 为 Wu(xz +my/2) ,对 称 中 心 移 至 1/2。 将 W,(z) 整 数 平移 后 的 样 
条 函数 记 为 g.(xr) , 则 其 傅立叶 变换 为 

冯 (o) = 站 (4.5.110) 
上 和 式 中 , 当 严 为 奇数 时 ,se =0,8。(z) 的 支 集 为 [ - ( 严 +1)72,(m+1)M2] ,对 称 中 心 为 0; 当 mm 
为 偶数 时 ,se =1,gu(z) 的 支 集 为 [ - m/2,(m/2) +1] ,对 称 中 心 为 1/z。 这 便 是 第 3 章 所 讨论 
的 样 条 多 分 辩 率 逼近 。 
图 4.4(a),(b),(c),(d) 分 别 画 出 了 0 次 ,1 次 .2 次 .3 次 样 条 丽 数 。 它 们 的 数学 表达 式 
































为 
届 (z) = 位 的 < 1 
DOsx< 上 
wo -= Ts xzx<2 
0， ”其 他 
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了 0s<x<1 
3 3 人 
wo =- xz- 子 ) ，1<w<2 
二 xz-3)， 2<x<3 
0， 他 
下， 0<xz<1 
-2 1 sx<2 
ABCz) = 了 2 -4 +1l0c -全 ， 2<x<3 
了 +22 -se+ 翌 ， 3<xy<4 
0， 其 他 
可 以 明显 地 看 到 :基数 中 - 样 条 在 整数 区 间 { [下 夺 +1]|:ez 是 不 超过 严 次 的 多 项 式 ,在 整数 节点 
处 严 -1 阶 导数 连续 ;次 数 越 高 , 样 条 冰 数 越 光 滑 , 但 其 支撑 宽度 也 越 宽 。 
1 
0.8 
日 有 6 
0.4 
0.2 
人 3 4 oo 1 2 3 和 
(Ga) (b) 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
人 
人 3 0 1 3 4 


图 4.4 基数 器 样 条 函数 


可 以 证 明 [13] : 严 次 基数 中 样 条 整数 平移 形成 的 冰 数 集 1 W。(x - 旭 | ez 是 基数 样 条 空间 
3$。 的 一 个 基 ; 而 且 它 还 是 页 的 一 个 Riesz 基 , 所 以 wo(x) 可 以 作为 一 个 尺度 函数 而 生成 一 个 
多 分 辩 率 分 析 。 用 b.(z) 作 为 尺度 两 数 而 生成 的 多 分 辨 率 台 近 便 是 第 3 章 所 讨论 的 样 条 多 分 
办 率 青 近 。 很 显然 , 当 >1 时 ,1b.(z- 国 jz 不 是 一 个 正 交 基 ,但 可 以 用 2.1 节 讲 过 的 正 交 
化 方法 得 到 正 交 基 。 由 (4. 5. 11) 式 可 得 





之 | 人 (wo +28mr)|2 = (sin(o/2) ) 7 





了 1 
,过 (ax2 + 1)2r 


gu(x) 正 交 化 后 得 到 的 尺度 二 数 记 为 (xz) ,由 (2.1. 14) 式 
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4(o) = 一 一 epP(=iew 人 2 (4.5.12) 


1 1 三 
or 


这 正 是 Lemarie 和 batue 提出 的 多 分 辩 率 分 析 中 的 尺度 函数 。 
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第 多 阐 


双 正 交 小 波及 多 分 辨 率 分 本 


RPR 用 入 ROOT 表 让 和 ER 入 


正 交 小 波 是 一 类 很 重要 的 小 波 ,尤其 是 紧 支 撑 的 正 交 小 波 ,如 Daubechies 小 波 ,Symlets 小 
波 和 Coiflets 小 波 痢 获得 了 广泛 的 应 用 。 但 紧 支 撑 的 正 交 小 波 , 除 Haar 小 波 以 外 ,都 不 有 具有 对 
称 性 。 这 就 意味 着 与 它们 相 联 系 的 滤波 器 不 是 线性 相位 的 FTR 数字 主 波 器 。 在 图 像 处 理 等 诸 
多 应 用 领域 ,线性 相位 淡 波 器 却 非常 重要 。 一 旦 放松 正 交 性 ,这 一 矛盾 便 得 到 很 好 的 解决 ,这 
就 是 现在 要 讨论 的 双 正 交 小 波 。 可 以 从 多 分 辩 率 通 近 的 角度 来 理解 双 正 交 小 波 , 而 且 可 以 看 
到 双 正 交 小 波 和 多 通道 多 采样 率 滤波 器 组 以 及 子 带 编码 这 些 技术 是 有 密切 联系 的 。Sweldens 
将 双 正 交 小 波多 分 辩 率 逼近 加 以 推广 ,提出 了 提升 方案 ,用 提升 方案 构造 的 小 波 被 称 为 第 二 代 
小 波 ,它们 在 图 像 压缩 中 已 得 到 重要 应 用 。 


























5.1 双 正 交 小 波及 多 分 辩 率 分 析 





信和 号 的 双 正 交 小 波多 分 辩 率 台 近 是 由 彼此 正 交 的 两 个 尺度 函数 由 和 $ 生成 的 两 组 悉 套 
空间 序列 ; 呈 |z 和 | 闻 |ez, 两 个 彼此 正 交 的 小 波 几 和 少 二 进 伸缩 和 平移 构成 补 空间 胎 和 刘 


的 Riesz 基 。( 几 ,外 必 , 几 ) 与 双 正 交 沥 波 器 组 (A ,部 ,5,8 ) 之 问 存在 着 二 尺度 关系 ,用 双 正 交 
滤波 器 组 来 实现 双 正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 的 Mallat 算法 。 


5.1.1 豚 正 交 小 波多 分 辩 率 逼近 


双 正 交 小 波多 分 辨 率 逼 近 中 的 两 个 凡 度 函数 和 $$ 分 别 生成 两 个 严 (R) 的 多 分 辨 率 逼 
近 (T)ez 和 { 所) > 但 它们 平移 形成 的 函数 族 却 不 必 是 册 和 六 的 正 交 基 , 而 只 要 求 它们 构 
成 矶 和 六 的 Riesz 基 。 它 们 在 下 述 意 义 下 双 正 交 。 

定义 5.1 设 中 和 审 分 别 生成 两 个 已 ( 丸 ) 的 多 分 辩 率 通 近 (了 ),。z 和 ( 交 )。z, 若 


《由 (一 让) 用 (人 一 am 》 = 6 (5.1.1) 
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则 称 少 和 $ 是 双 正 交 义 度 函 数 。 
根据 多 分 辩 率 逼近 的 定义 ,由 和 申 生成 已 (R) 的 多 分 辨 率 逼近 嵌 套 空间 序列 
人 CC 乃 CCCPF_ICY 
CC 区 C 关 CC 玉 CC 交 … 
其 中 








态 = span| 
万 = 5aaf 和 yn 
移 形成 的 函数 族 构成 Y。 的 Riesz 基 意 味 着 ,对 任意 所 :) < 六 ,有 
iD) = mo 人 (站 宙 o( 昌 
用 双 正 交 的 定义 (5. 1. 1) 式 得 
ao(n) =《 关 Do 全》 
实际 上 ,对 Yje2, 都 可 导出 类 似 的 关系 式 ,这 就 是 由 和 刷 双 正 交 的 售 义 。 
设 肌 是 万 在 万 ;中 的 补 , 包 是 世 在 记 ， 中 的 补 , 即 
玉 :， = 下 国 子 = 了 


全 上 
局 





攻 = 六 国 衣 J ee 


注意 ,不 要 求 用 与 驻 正 交 , 多 与 六 正 交 。 但 要 求 
形 荆 交 





酌 工 态 





(5.1.2) 
(5.13) 


(5.1.4) 
(3.1.35) 


(5.1.6) 


(5.1.7) 


(5.1.8) 
(5.1.9) 


(5.1.10) 
(5.1.11) 


与 正 交 小 波多 分 辨 率 逼 近 类 似 ,向 套 空间 序列 的 因果 关系 要 求 尺度 将 数 满足 二 尺度 方程 ; 











4 = 从 六 休 阅 和 24 -有 
币 (1) = 2 让 (有 中 (25 - 丰 
东 ( 昌 一 人 (有 灿 (24 于 
六 (0 = 他 并 区 ( 闪 肌 (2 一 内 
ez 和 | sez 分 别 构成 到 和 遍 的 Riesz 基 , 且 


《用 人 》 = 人 vB 
所 以 称 几 和 六 为 双 正 交 小 波 。 
对 任意 的 几 o) e (BR) ,有 
RD = 了 ov 太 s(9 
由 双 正 交 小 波 的 定义 (5. 1. 16) 式 可 得 
os = 《KGD 几 s(D》 
32 


(S.1.12) 


(5.1.13) 


(5.1.14) 


(3.1. 生 ) 


(5.1.16) 


(5.1.17) 


(5-1.18) 
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从 框架 理论 的 角 炭 看 , 风 和 六 互 为 对 偶 冰 数 。 就 是 说 ,也 可 以 用 汞 进行 分 解 

ze = 《DCD) (5.1.19) 
而 用 岁 进 行 重 构 

成 D = > 2 (5.1.20) 
从 纯 数 学 角 尊 看 ,(5. 1. 17) 式 和 (5. 1. 20) 式 是 等 价 的 。 但 在 实际 应 用 中 , 例如 在 图 像 数据 正 
缩 中 ,要 求 分 角 小 波 具有 较 高 阶 的 消失 矩 ( 或 者 说 消失 矩 很 小 ) ,这 样 系数 中 有 许多 很 小 可 以 
忽略 ,从 而 达到 高 的 压缩 比 ,与 此 同时 , 重 构 小 波 应 具有 更 好 的 正则 性 ,从 而 得 到 较 好 的 重 构 
像 。 


5.1.2 双 正 交涉 波 器 组 

















与 双 正 交 尺 度 函 数 和 小 波 | 咱 , 钊 沙 , 几 上 关 联 的 4 个 数字 滤波 器 让 ,大 ,g, 区 | 称 为 双 正 交 
涉 波 器 组 。 对 二 尺度 方程 (5. 1. 12) ~ (5. 1. 15) 两 边 作 傅立叶 变换 有 


有 (2o) = 训 (o4o) (5.121) 
多 (zu) =- 和 人) (5.1.22) 
东 (2) - 房 C(o8w) (5.1.23) 
元 (2w) -点 Eto4tw (5.124) 


双 正 交 波 波 器 组 必须 满足 一 定 的 约束 条 件 。 与 定理 2. 1 的 推导 类 似 , 满 足 双 正 交 条 件 
《5.1.1) 的 完 分 必要 条 件 是 

立 (o +2km) 和 Co t2km) = 1 (5.1.25) 

<。 
将 (5.1.21) 式 和 (5.1.22) 式 代入 上 式 ,并 将 求 和 分 为 对 偶数 与 奇数 求 和 ,可 以 得 到 (5.1.2s) 
式 的 等 价 表达 式 

及 (四 ) 闻 (o) + 妊 '(o+T) 站 (om) =2 (5.1.26)》 
5.1.3 双 正 交 小 波多 分 辨 率 分 析 的 Mallat 算法 


与 正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 类 似 , 定 义 
an) =《 扎 昌 ， 四 os(》 (3.1.27) 
丰 (a)》 =《 护 D, 帮 w( 切 》 《3.1.28) 
定义 邮 (na) = 关 一 ma), 则 由 二 尺度 方程 (5. 1. 12 ) 可 得 


中 af = 之 交 (全 or 人 
将 所 5) 与 上 式 两 边 求 内 积 ; 有 
ou (na) = 了 责 (有 ai(2n 一 间 (5.1.29) 
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类 似 的 ,定义 世 Ca) =&( -za) , 则 由 二 尺度 方程 (5. 1. 14) 可 得 
df(n) = > 本人 ai(2m 一 有 (5.1.30) 


55.1.29) 式 和 (5. 1.30) 式 就 是 双 正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 的 Mallat 分 解 算法 。 
由 上 述 双 正 交 性 知 








FLD = ow(n)gio(D (5.1.31) 
属于 六 ,可 以 理解 为 护 必 在 六 的 Riesz 基 上 的 线性 展开 ,但 绝 不 是 正 交 投影 。 类 似 地 ， 

(0D = 袜 二 (站 帮 ( (5.1.32) 
属于 饥 , 可 以 理解 为 扰 芒 在 证 的 Riesz 基 上 的 线性 展开 ,但 也 绝 不 是 正 交 投影 。 


由 于 太 = 六， 国 写 ,所 以 有 


(CD = 产 DY 人 人 (5.1.33) 
这 意味 着 


素 2 和 0D = 于 oa 人 亲人 计划 六 ne 
5 
将 由,( 与 上 式 两 边 求 内 积 * 有 
(0 = gr( 有 人生 ， 宙 Ne(》+ 六 本 ( 提 ( 由 (9 玫 rse(9》 


(5S. 1.34) 
由 二 尺度 方程 (5. 1. 13) 和 (5. 1, 15) ,有 


和 (9 = 于 郧 (26 有 (0 
秦 ie) = 末 区 (一 28) 有 5 
将 它们 代 人 (5.1.34) 式 ,得 
am = 字 (n 2)oo() + 芋 (n 26d (有 (5.1.35) 
它 就 是 收 正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 的 Mallat 重 构 算法 。 
综 上 所 述 ,在 连续 时 间 域 内 用 中 和 进行 分 解 , 用 中 和 几 进行 重 构 ; 则 在 离散 时 间 域 内 
志和 & 进行 分 解 ,用 天 和 六 进行 重 构 。 

















5.2 双 通 道 多 采样 率 滤波 器 组 


上 面 从 多 分 辩 率 分 析 的 角度 讨论 了 双 正 交 小 波 和 双 正 交 滤 波 器 组 。 其 实 也 可 以 从 数字 信 
号 处 理 中 的 双 通 道 多 采样 率 滤波 器 组 的 理想 重 构 条 件 来 理解 双 正 交 滤 波 器 组 。 
图 $. 1 为 双 和 通道 多 采样 率 滤波 器 组 。 其 中 天 和 & 是 五 和 8& 的 镜像 对 称 , 天 (nm) =j( -m)， 
E(n) =&( -~m) 它们 分 别 与 输入 信 号 m(m) 做 卷 积 ,然后 下 采样 
34 
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二天 
an 吕 
| 一 [上 Le 
图 5.1， 双 通道 溢 波 器 组 
af(n) = > 太 ( 大 -2n)ao( 礁 ) (5.2.1) 
di(n) = >g(EE-2n)ao( 有 ) (5.2.2) 


其 中 ,ai(a) 包 含 信号 ao (n) 的 低频 信息 ,而 d (nm) 包 含 信号 am(Cn) 的 高 频 信 息 。 对 ai (az) 和 
号 (na) 揪 零 之 后 ,分 别 用 对 偶 低 通 滤波 器 疡 (n) 和 对 偶 高 通 滤 波 器 gz) 滤波 ,得 到 重 构 信 号 
Eofm) , 即 

Etn) = 过 [EC -20w(D +E(n-204(D] (5.2.3) 


对 正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 的 情况 , 交 =A,g =& 且 8g(n) =( -1)5o8(1-m) ,可 以 实现 信 
号 的 理想 重 构 , 即 ' se =ao。 但 FTIR 滤波 器 组 不 具有 线性 相位 。 为 了 解决 线性 相位 和 理想 重 构 
之 间 的 矛盾 ,必须 放松 对 正 交 人 性 的 要 求 , 这 就 是 现在 要 讨论 的 双 正 交 小 波多 分 辨 率 分 析 。 在 双 


正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 的 滤波 器 组 中 ,六 和 疡 是 不 同 的 ,但 它们 却 具 有 线性 相位 。 
当 滤 波 呆 组 满足 某 些 条 件 时 ,可 实现 信号 的 理想 重 构 , 即 # = ao, 这 些 条 件 称 为 理想 重 构 
条 件 。 实 际 上 , 当 #。 相对 于 ao 有 一 定 延迟 , 即 E(z) = aao(n -有 ) 并 eZ 时 ,也 认为 实现 了 信 
寻 的 理想 重 构 。 
首先 在 频率 域 和 =z 变换 域 讨论 下 采样 和 播 零 。 设 抽取 *(m) 的 倘 数 样本 得 到 x*(n), 即 
2 (na) =x(2n), 则 有 
站 (2) = (nz = x(2n)z 


4 











= 了 去 [Er 用 +-De( 昌 ]z 


站 


= 二 [KoD -9] (5.2.4) 
令 z=e” ,由 上 式 可 得 zw(n) 与 x(o) 的 健 立 叶 变换 之 间 的 关系 式 
(2o) = 去 [X(o) +X(wo+m] (5.2.5) 





其 中 第 二 项 产生 频谱 折 秋 , 重 构 时 必须 将 这 个 “ 混 释 "消除 掉 。 
设 yY(n) 是 对 * (na) 揪 零 的 结果 , 即 


(= 
ID { -24+1 
则 有 
Y(zJ = 2 7(n)z = 六 ( 有 (人 22) 下 = 天 (22) (5.2.6) 
Ya) = 瑟 (2o) 《5.2.7) 
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如 对 xn) 先 下 采样 得 到 x(n) ,再 对 *'(n) 搬 零 得 到 y(z) , 则 有 
Y(z) = 萎 (2) = 去 [xz) + 下 (-2)] (5.2.8)》 
Wo) = (2o) = 羡 [K(o) + K(w +m] (5.2.9) 


下 述 定 理 给 出 保证 理想 重 构 的 充分 必要 条 件 。 
定理 5. 1 滤波 器 组 对 任何 输入 信号 实现 理想 重 构 当 且 仅 当 


吾 " (wo +) 站 (o) +C(w+m)G(o) =0 (5.2.10) 





刀 " (ao) 百 (o) +G(o)G(o) =2 (5.2.11) 
证 明 由 图 S.1 及 下 采样 和 插 零 的 : 变换 表达 式 (5. 2.8) ,有 


和 G) = 去 [ 丽 D4o( + 吏 -a94(- 本 ] 记 Co + 

















去 [Bu(5 + 区 -4(- 316(a 
= 于 [ 丽 轨 开 () + Ga)B(2)]4(z) + 


到 [下 -2 并 CD + 5- 3)BE(z]4(- 浊 (3.2.12) 


在 时 域 用 上 楼 线 表示 镜像 对 称 , 故 在 = 变换 域 意味 着 取 z 的 倒数 , 即 豆 (z)》 = 有 (z-)) ;进一步 ， 
如 天 为 实 系数 , 则 意味 着 傅立叶 变换 取 共 罗 , 基 互 (w) = 吾 " (@) 。(5. 2. 12) 式 第 二 项 对 应 着 
下 取样 而 造成 的 混 秋 ,为 实现 理想 重 枸 ,这 一 项 应 等 于 零 。 于 是 ,z 变换 的 理想 重 构 条 件 表 
述 为 




















南 - 了 让 (+C(-zG(z) =0 (5.2.13) 
玖 2 下 (za + Ce)G(z) = 2 《5.2. 14)》 
从 而 ,由 上 列 两 式 可 得 (5. 2. 10) 式 和 (5.2. 11) 式 。 证 毕 。 


由 定理 5. 1 知 重 构 滤 波 器 上 和 8 完全 被 分 解 滤波 器 疡 和 8 决定。 可 将 理想 重 构 条 件 
(5.2 10) 式 和 (5. 2. 11) 式 写成 如 下 矩阵 形式 : 














人 人 加 
再 (四 + 再 ) Cow+TT) Ga) 0 
从 而 得 
Co 2 edoyy 
人 人 人 16? 
其 中 
A(w) = 上 (oo)G(o+T)》 -在 +T)G(o) (5.2.17) 


于 列 两 式 更 清楚 地 表示 出 分 解 滤 波 器 和 重 构 滤波 器 之 间 的 关系 。 仅 当 w < [ -rr, +T] 时 ,A 
(ow) #0, 重 构 滤波 器 才 是 稳定 的 。 对 FIR 滤波 器 组 ,A(w) 是 可 求 值 的 。 
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对 FlR 滤波 器 组 ,有 下 述 定 理 。 
定理 3.2 理想 重 构 滤 波 器 满足 
再 "(o) 谨 (wo) + 囊 '(o+T) 丰 (w+TmT) =2 (5.2.18) 
如 果 滤 波 器 为 FIR 滤波 器 ,那么 ,存在 asR,!eZ, 使 得 
G(m) = ae)e 育 "w+T) 
C(o) = oem2De 本 (ao 十 古 ) (5.2.19) 
证 明 由 于 采用 FTR 滤波 器 ,所 以 下 和 6 都 是 z 的 多 项 式 。(5. 2. 14) 式 不 容许 豆 和 人 有 
共同 的 零点 :于 是 ,(5.2. 13) 式 意味 着 
6C() = 成 -2P(]， 户 (z =-6G(-zP(a) (5.2.20) 
其 中 ,P(z) 旦 一 个 z 的 多 项 式 。 将 (5. 2.20) 式 代 回 到 (5.2. 14) 式 得 
EEC-z)C(z) - 下 zs)G(-z]P(z) = 2 
由 于 能 除 常 数 的 惟一 多 项 式 必然 是 单项 式 , 故 
- P(z) = armsae 玉 下 E 了 





从 而 (5. 2. 20 ) 式 可 写成 
EC(z) = oz 记 -a， 6C(z) =-a(- Tt 所 (下 
为 使 6 和 E 有 对 称 性 ,可 取 丰 = - (24+1) ,于 是 


CE(z) = or200 届 - 可 ， 6(D) = are 记 (~ 本 (5.2.21) 
再 把 (5. 2. 21) 式 代入 (5. 2. 14) 式 得 
再 (z) 启 (z) + 天 -2) 夯 (-2) =2 (5.2.22) 


《5.2 22) 式 和 (5. 2. 21) 式 就 是 满足 理想 重 构 条 件 的 滤波 器 组 在 z 变换 域 的 表达 式 ， 当 滤波 
器 为 实 系数 时 ,由 它们 便 可 得 到 理想 重 构 条 件 的 频 域 表 达 式 (5. 2. 18) 式 和 (5. 2. 19) 式 。 
证 毕 。 
因子 e 是 放大 率 ,分 解 滤波 器 和 重 构 让 波 器 的 放大 率 互 为 倒数 。! 表示 相位 延迟 。 通 党 
取 a =1,.!=0。 这 时 ,有 
CCo) = ee 站 *(@+T) 


CG(o) = ee 下 (w+TT) (5. 2.23) 
由 (5. 2. 18) 式 和 (5. 2. 23 ) 式 可 得 时 间 域 的 理想 重 构 条 件 为 

守 有 (mA 一 26) = 5( 有 ) (5.2.24) 
和 

&E(m) =(- 1 (1 -nm) 《5.2.25) 

(na) = (-1)》 (CT 一 mm) (5. 2.26) 


这 时 滤波 器 (PP,g) 和 (于 ,& ) 是 完全 对 称 的 ,所 以 也 可 以 用 (站 ,8 ) 作 信号 分 解 ,用 (&,g) 作 信 
号 重 构 。 


当 分 解 契 波 器 等 于 重 构 滤 波 器 , 即 让 = 天 时 ,(5.2. 24) 式 退化 为 
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了 An)aa 286) = 580 人 


这 正 是 正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 中 尺度 滤波 器 玲 的 正 交 性 表达 式 。 图 5. 1 双 通 道 滤 波 器 组 
成 为 正 交 小 波多 分 辩 率 分 析 的 分 解 和 重 构 。 所 以 正 交 实际 上 是 双 正 交 的 特殊 情况 ,或 者 说 双 
正 交 是 正 交 的 推广 。 


下 述 定理 指出 分 解 滤波 器 (h,g8) 和 重 构 滤波 器 (六 ,有 ) 的 双 正 交 性 。 
定理 5.3 ”如果 (A, 让 ,g&,&) 是 理想 重 构 涉 波 器 组 ,那么 ,它们 在 如 下 意义 下 是 双 正 交 的 ， 











并 站 (mA 26) = 8( 有 (5.2.27) 

了 gogtn -2 = 6( 有 ) 《5.2.28) 
和 加 

了 天 (ng(m 24) = 0 (5.2.29) 

玉 geow -区 =0 《5.2.30) 


证 明 对 于 理想 重 构 波 波 器 ,由 (5. 2. 18) 式 ,有 
去 [r (在 (o) + 下 (or 下 Co+m] =1 





从 下 采样 的 频 域 表 达 式 (5. 2. 5) 可 以 看 出 ,上 式 左 边 是 元 与 产 卷 积 所 得 序列 下 采样 的 傅立叶 
变换 ,所 以 它 在 时 域 的 表达 式 便 是 (3. 2. 27) 式 。 


由 于 召 (o) 及 巨 (ww) 是 2 的 周期 画 数 ,由 (5.2.23) 有 
G(ow+T) = -ee 站 *(ow) 
CGO(wo+T) =-~e 如 (Oo) (5.2.31) 





是 可 得 





去 [CoE(o) re(ormEo+rm] -1 


类 似 地 , 它 在 时 域 的 表达 式 便 是 (5. 2. 28 ) 式 。 
将 (5.2.31) 式 和 (5. 2. 23) 式 交叉 相 乘 后 有 


去 [6G' Co) 页 (o) +Grto+m 记 (om -0 
到 下 (woE(o + (ormE(oym] =0 
同 再 ,它们 在 时 域 的 表达 式 便 是 (5. 2. 29) 式 和 (5.2. 30) 式 。 证 毕 。 











5.3 双 正 交 小 波 基 





从 正 交 尺度 滤波 器 可 以 构造 正 交 小 波 ,类 伏地 ,也 可 以 从 双 正 交 滤 波 器 组 来 构造 双 正 交 小 
波 。 本 节 讨论 如 何 从 有 限 冲击 响应 双 正 交 滤波 器 组 构造 紧 支 双 正 交 小 波 。 
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申 滤波 器 (j,&8) 和 ( 庆 ,g ) ,可 以 定义 两 个 尺度 函数 和 小 波 ,它们 的 传 立时 变换 满足 


6(2o) 一 训 o8(o Gow) = 闻 (o8) (5.3.1) 
汪 2o) = 让 5(o4(o) au) = 让 (wo6w) (5.3.2) 


在 时 域 , 这 些 二 尺度 方程 式 成 为 
册 ( 有 = nd 和 (2 一 nm 种 ( 昌 = 人 > 天 (四 有 (2 中) 《3.3.3) 


8 = 只 > 和 (2 一 由 起 (= 风 > 芝 (和 (25 -mn) 《5.3.4) 


与 正 交情 况 一 样 , 要 求 尺 庆 函 数 的 积分 等 于 1 ,小 波 的 积分 等 于 稚 , 即 书 (0) = 中 (0) = 1 ， 
硝 (0) = 峭 (0) =0: 于 是 ,有 (0) = 音 (0) =Z,G(0) = G(0) =0; 从 而 有 CTr) = 记 (rm) =0， 
16(r) 1=1C(mr)|1=。 
(5- 3. 1) ~ (5. 3.4》 式 意味 着 ,可 以 由 滤波 器 组 生成 一 对 尺度 函数 和 小 波 。 如 果 天 和 六 
是 冲击 响应 有 限 的 滤波 器 ,那么 ,尺度 函数 和 小 波 是 紧 支 的 。 尺 度 函 数 的 傅立叶 变换 可 以 写成 
无 限 级 联 的 形式 
_ 音 焉 227m) 、 _ 姜 辫 (27wm) 
$(w) = 瑟 全 ,由 (@) 蕊 入 
它们 是 紧 支 集 分 布 的 傅立叶 变换 ,但 这 些 分 布 可 能 不 会 收 伍 到 比较 正则 的 函数 ,而 且 它们 的 能 
量 也 可 能 是 无 限 的 。 所 以 必须 对 滤波 器 组 施加 进一步 的 约束 条 件 以 保证 中 和 季 是 能 量 有 限 函 数 
的 傅立叶 变换 。 下 述 定理 给 出 由 理想 重 构 滤波 器 组 生成 忆 (R) 的 双 正 交 小 波 基 的 充分 条 件 。 
定理 5.4 ”假设 存在 严格 正 的 三 钊 多 项 式 P(e" 和 天 (e") ,使 得 


| 区 允 | ee + | 全 + 可 “pedearm) = 2P(ez) (5.3.6) 


(5.3.5) 








| 区 | ce) + 避 ( 全 + 可 | Eee ) =25(e”) (5.3.7) 


并 假定 已 和 万 是 惟一 的 ( 规范 化 后 ) 。 设 





ai 0 ECw) 1> 0 这 |(w) 1>0 (5.3.8) 
那么 ,(5. 3. 5) 式 定义 的 中 和 市 属于 已 ( 玉 ) , 且 满 足 双 正 交 关系 
《下 (gt 下》= (5.3.9) 


| 铬 。basz 和 | 用,ssz 是 严 ( 尼 ) 的 双 正 交 Riesz 基 。 
小 波 几 和 允 的 双 正 交 性 意味 着 


《网 AD 下 (站 )》 = 56 (5.3.10) 
对 于 双 正 交 Riesz 基 ,任意 态 D) 已 ( 员 ) 均 可 分 解 为 
79 


小 波 分 析 及 其 应 用 


成 = 六 《成 站 ,四 ( 昌 》 及 (有 (5.3.11) 

RD = >( 扎 昌 , 帮 0DD》 用 o( (5.3.12) 
由 Riesz 稳定 性 知 , 存 在 0 <4 刀 < + ,使 得 

4 去 袜 | 大大 BA (5.3.13) 


2 


< 二 (5.3.14) 





二 UP < 三 ww 


由 中 和 $ 可 以 生成 多 分 辩 率 逼近 , |: -na) jz 是 它 生成 的 空间 矶 的 Riesz 基 , 而 


1 人 -m) | ,cz 是 另 一 空间 世 的 Riesz 基 。 令 六 和 久 是 由 二 尺度 方程 
EC E es(2 5 se 扩 (5.3.15) 


8(D) e ose(27) e 六 (5.3.16) 
定义 的 空间 。 可 以 证 明 ,1 区 Hez 和 | 访 |sz 是 已 (BR) 的 两 个 多 分 辩 率 通 近 。 由 上 述 二 尺度 方程 
不 难看 出 ,! 和 ssz 和 # 和 | 是 邦和 六 的 Riesz 基 ,而 { 轴 ,jz 和 | 六 。| ,是 两 个 细节 空 
间 玉 和 龟 的 Riesz 基 , 且 


玉 = 所 轩 且 ， (5.3.17) 
久 = 六: 四 衣 ， 《5.3.18) 





分 解 和 重 构 滤波 器 的 双 正 交 性 意味 着 大 和 仿 正 交 , 凤 和 六 正 交 。 


5.4 紧 支 双 正 交 小 淡 





在 设计 尺度 滤波 器 时 ,要 把 正 交 小 波 的 支 集 ,消失 矩 和 正则 性 与 尺度 滤波 器 的 性 质 联系 起 
来 。 在 设计 双 正 交 滤 波 器 时 ,除了 要 考虑 双 正 交 小 波 的 支 集 .消失 矩 和 正则 性 以 外 ,还 要 考虑 
双 正 讼 小 波 的 对 称 性 。 为 了 构造 具有 对 称 或 反对 称 性 的 紧 支 双 正 交 小 波 , 双 正 交 滤波 器 必须 
是 线性 相位 FIR 滤波 器 。 


5.4.1 双 正 交 小 波 的 设计 





由 二 尺度 方 穆 可 以 证 明 :如 六 和 所 的 支 集 是 [Wi ,Nm ] 和 [万 ，, 太 ] ,那么 ,由 和 肌 也 有 相同 
的 紧 支 集 ; 而 几 和 岁 的 支 集 则 分 别 为 


到 -一遍 ， +1 记 ， 一 员 +| 和 [多 一 呈 +1 AN 一 记 + 工 
2 ” 2 2 了 了 


所 以 ,两 个 小 波 的 支 集 长 度 相同 , 均 为 (Na - Ni + 遍 ，- 太 ，) 2。 
少 和 乡 的 消失 矩 阶 数 取决 于 顾 (o) 和 有 io) 在 w= 立 处 的 零点 重 数 ,也 妓 在 (z 和 及 (z) 





(5S.4.1) 
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在 z*= -1 处 的 零点 重 数 。 由 二 尺度 方程 (5. 3. 2) ,如 几 有 民 阶 消失 失 , 则 CG(w) 在 由 =0 处 有 
重 零 点 。 因 为 G(w) =e-” 序 * (w+m) ,这 意味 着 音 (w) 在 w= 六 处 有 天 重 零点 。 类 位 的 ， 
中 的 消失 矩 阶 数 天 等 于 召 (w) 在 w = 六 处 的 零点 重 数 。 

如 育 (@) 在 am= 站 处 有 才 重 零点 , 则 它 可 以 写成 如 下 因 式 分 解 的 形式 


和 








Co) = (5 50w (5.4.2) 


Pop 1G(w) | ,由 定理 4 4 知 几 和 中 的 - 致 Lipsehite 芭 满 足 


令 下 一。 工 一 Ta 
人 < 6o = 天 -log 吾 -1 (5.4.3) 
一 般 来 说 , 声 的 增加 要 比 走 的 增加 慢 得 多 ,所 以 峭 的 消失 矩 冻 的 增加 意味 着 几 有 更 好 的 正 


则 性 。 类 似 的 , 的 消失 矩 R 的 增加 意味 着 交 有 更 好 的 正则 性 。 这 正好 符合 小 波 分 析 在 数据 
和 图 像 压缩 应 用 中 的 要 求 。 
除 哈 尔 小 波 以 外 , 紧 支 正 交 小 波 没 有 对 称 或 反对 称 人 性。 但 却 可 以 由 线 途 机 位 FIR 滤波 器 


志和 所 来 生成 对 称 或 反对 称 的 紧 支 双 正 交 小 波 。 
5.4.2 线性 相位 双 正 交 滤 波 器 


现在 讨论 一 种 最 简单 的 情况 ,滤波 器 六 和 交 同 时 有 奇数 或 偶数 个 实 系数 。 当 它们 均 有 奇 
数 个 实 系数 时 ,以 0 为 对 称 中 心 ,很 容易 证 明 由 和 让 以 0 为 中 心 对 称 ,4 和 乡 相对 于 一 个 偏 移 
0 的 中 心 对 称 ; 而 当 它们 绝 有 个 数 个 实 系数 时 ,以 172 为 对 称 中 心 ,由 和 入 也 以 172 为 中 心 对 
称 , 而 儿 和 允 则 相对 于 一 个 偏 移 的 中 心 反对 称 。 


当天 有 奇数 个 实 系数 , 且 以 0 为 对 称 中 心 时 ,#(n) = 天 (nm) = 有 -na) ,由 :变换 的 定义 知 ， 
召 (z) = 下 = 再 z 0)。 如 果 a 是 吾 (z》 的 零点 ,那么 ,下 1 也 必然 是 下 (z) 的 零点 ; 当 记 为 实 系 
数 时 , 扣 和 (5 ) 也 是 瑞 (z)》 的 零点 ;也 就 是 说 , 召 (z) 的 零点 是 4 个 成 组 的 。 由 于 这 时 电 (z) 有 
偶数 个 零点 ,所 以 如 它 在 z = 上 +]1 处 有 零点 , 则 必然 是 偶 重 零 点 。 

当 姑 有 奇数 个 实 系数 , 卫 以 0 为 对 称 中 心 时 ,其 傅立叶 变换 可 写成 


旦 (o) = 人 [cos(ox2)]20(6cosow) (5.4.4) 
类 似 的 , 当 声 有 奇数 个 实 系数 , 目 以 0 为 对 称 中 心 时 ,其 傅立叶 变 和 换 可 写成 
下 (oo) = .fcosex2]20(coso) (5.4.5) 


将 上 列 两 式 代 人 (5.2.18) 式 , 则 有 
[eos(o2)]Q' (coso)G(ecosw) + [sin(aov2)]2 0 [eos(o +T)1Gfcosto+rm] =1 
《5.4.6) 
其 中 江 =1+ 了 了。 
令 y=sinm(o/2) , 且 设 
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Q"(coso)G(coso) = P[sinz(o2)] = P(O7) (5.4.7) 
则 由 (5.4.6) 式 可 得 
(35P(O) + 和 PC-y) =1 (5.4.8) 
当 # 有 偶数 个 实 系数 , 且 以 172 为 对 称 中 心 时 ,#(n) = 有 (1 -mn) = 有 (nan-1) ,这 时 , 妞 (>) = 
zz 丽 (z) =z 8(z )。 所 以 再 (z) 的 零点 仍然 是 4 个 成 组 的 。 但 此 时 百 (z) 有 奇数 个 零点 ,所 
以 如 它 在 := + 上 1 处 有 替 点 , 则 必然 是 奇 重 零点 。 于 是 , 当 六 和 天 均 有 偶数 个 实 系数 时 ,它们 
的 傅立叶 变换 可 写成 








百 (ow) = V2ee [cos(ox2)]21O(cogw) (5.4.9) 
和 
奋 (@) = Vzee2[cos(o/2)]2210(coso) (5.4.10》 
将 上 列 两 式 代入 人 (5.2.18) 式 , 则 有 
cos(o[2) ]”0" (cosaw)] G(eoso) + [sin(ox2)]xz0"[ecos(w +m)]0feos(o+m] =1 
(5.4.11) 











中 , 居 =1+7+lo 
(5.4.11) 式 和 (5. 4. 6) 式 撒 式 完全 一 样 ,仅仅 是 世 不 同 而 已 。 仍 令 y = sinz(ey2) , 则 可 由 
(5. 4. 11) 式 得 到 (5.4.8) 式 。 


当 志 和 记 的 长 度 为 奇数 时 ,由 (5.4.4) 武 和 (5.4.5) 式 知 , 亚 (wo) 和 在 (w) 在 w=T 分 别 有 
天 =21 和 玉 =27 重 堆 点 ,于 是 上 =1+ 了 = (大 + 天 )]2; 而 当 上 和 入 的 长 度 为 个 数 时 ,由 
(5.4 9) 式 和 (5.4 10) 式 知 , 有 (w) 和 序 (w) 在 w= 分 别 有 天 =21+1 和 天 =27 +1 重 零点 ， 
于 是 上 =z1+ 7 +1= (天 + 玉 )X2。 这 样 ,用 六 的 消失 和 邱 阶 数 玉 和 纱 的 消失 邱 阶 数 辫 时 ,无 论 滤 


波 器 的 长 度 为 奇数 或 偶数 ,都 有 了 = ( 乓 + 天)]2。 
方程 式 (5. 4. 8 ) 和 构造 Daubechies 小 波 时 的 方程 式 (4. 3.7) 形式 一 样 , 只 不 过 多 项 式 书 的 
定义 不 同 而 已 。 仍 然 可 以 用 Bezout 定理 得 到 方程 式 (5. 4. 8) 的 解 ,然后 按 (5. 4. 7) 式 选择 0 


和 6 的 零点 ,从 而 设计 出 六 和 六。 
5.4.3 ” 样 条 双 正 交 小 波 











如 选择 @(cosw) =1, 则 由 (5.4.7) 式 知 0"(eosw) = Psinz(ox2)]。 代入 (5.4.5) 式 和 
(5S.4. 10) 式 可 得 


百 (o) = .Zeree2[eos(a2)]F (5.4.12) 


当 页 取 偶数 时 ,e = 0; 而 当 它 取 奇 数 时 ,s = 1。 与 构造 Daubechies 小 波 类 似 , 选 择 多 项 式 P(y) 
的 最 低 次 解 ,这 样 滤波 器 六 的 长 度 最 短 。 由 (5.4 4) 式 和 (5.4.9) 式 知 其 傅立叶 变换 为 


-+ 
成 o@) = ,Eeeea[eoa(w2)] 全 人 1 “fsin(om) 了 (5.4.13》 
4 9 


同样 ,当天 取 个 数 时 ,s =0; 而 当 它 取 奇 数 时 ,se = 1。 
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由 二 凡 度 方程 (5. 3. 1) 可 得 


四 ri 区 
co) = (人 (5.4. 14) 


它 正 是 辫 - 工 阶 样 条 函数 的 傅立叶 变换 。 因 为 放 是 $(24 ~- n) 的 线性 组 合 ,所 以 它 是 与 $ 次 
数 相同 的 紧 支 集 多 项 式样 条 。 这 样 生 成 的 小 波 几 和 纪 称 为 双 正 交 样 条 小 波 。 
从 (5.4. 12) 式 和 (5. 4. 13) 式 可 以 看 到 滤波 器 疡 和 疡 的 长 度 分 别 为 2K+ 关 -1 和 并 +1, 所 
以 由 种 的 支 集 宽 庆 分 别 是 2 下 + 大 -2 和 并 。 于 是 双 正 交 样 条 小 波 的 支 集 宽 度 均 为 KK+ 庆 -1。 
例 5.1 取 庆 =2, 玉 =2, 则 工 =2,e=0。 
由 (5.4. 12) 式 有 
疡 (o) = foos(a/2)]? = 途 + 邓 o + 


于 是 ,六 (0) =V27]2 ,让 ( -1) = 丰 (1) =.GA4。 
由 (5.4. 13) 式 有 
8(@w) = 全 [cos(ox2)]2[1 + 2sinz(wz2)] 


-3 ,人 
= 4 + 下 e + 十 e 一 82 一 8。 


于 是 ,PK(0) =3\2A4RC -1) = 有 1) =VZA4NC -2) =i(2) = -VIA8。 
例 5.2 取 开 =3, 玉 =1, 则 =2,e=j。 
由 (5.4. 12) 式 有 
百 (aw) = .ee2[eoos(a/2) 旦 








= 妆 G +3e +ew 二 ee)》 


于 是 ,天 (0) = 天 (1) =3.GA8 ,让 ( -1) = 页 (2) = .LA8。 
由 (5.4. 13) 式 有 
瑟 (@) = ecoos(o2)[1+2sinz(wz2)] 
= 3 交 (1 +e) - 交 (o +eae) 
于 是 ,hK0) =#(1) =3.IA4,K -1) =i(2) = -AL4。 
Matiab 中 的 双 正 交 滤 波 器 组 正 是 按 这 种 方法 设计 的 ,这 时 分 解 和 重 构 小 波 的 消失 矩 阶 数 
要 么 同时 为 奇数 ,要 么 同时 为 偶数 ,例如 ' bior3.5* 重 构 小 波 有 3 阶 消失 矩 而 分 解 小 波 有 5 阶 
消失 矩 。 用 biordilt 可 以 获得 双 正 交 滤 波 器 组 ,图 5.2 为 *bior3.5' 双 正 交 滤波 器 组 ,其 中 ,(a) 
和 (D) 为 分 解 低 通 和 高 通 , (c) 和 (d ) 为 重 构 低 通 和 高 通 。 图 5. 3 为 “bior3. 5' 尺度 函数 和 小 
波 , 其 中 (a) 和 (b) 分 别 为 分 解 尺度 画 数 和 小 波 .(e) 和 (d) 分 别 为 重 构 尺 度 函 数 和 小 波 。 可 以 
明显 地 看 到 ,分 解 小 波 具 有 较 高 阶 的 消失 矩 ,因而 振 功 次 数 较 多 ,具有 更 好 的 频 域 局 部 性 ; 重 构 
小 波 具有 更 好 的 正则 性 , 因而 更 光滑 。 
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图 5. 3 “bior3.5" 双 正 安 小 波及 尺度 


按照 上 述 方 法 设计 的 样 条 双 正 交 小 波 在 获得 最 大 消失 抢 的 同时 有 最 小 紧 支 集 , 但 疡 和 大 
有 不 同 的 氏 度 。 为 了 得 到 长 度 近 似 相 等 的 滤波 器 ,在 对 P(sinw/2) 微 因 式 分 解 时 ,应 使 OQ 和 


蕊 布 大 致 相同 的 次 数 。 不 过 这 样 分 解 的 方式 很 有 限 ,对 工 = (天 + 并)/2 <4, 稚 一 解 为 O(w) = 





1。 对 二 =4, 有 一 个 非 平凡 








式 分 解 ; 对 工 =5, 有 两 个 分 解 。 表 5. 1 列 出 了 Danbichies 等 人 讨 
算 的 长 度 近似 相等 的 滤波 器 系数 [2] 。Matlah 中 的 “bior 4.4" “bior 5.5 "及 'bior6.8'" 部 是 滤 
波 器 长 度 近似 相等 的 样 条 双 正 交 小 波 ,图 5.4 画 出 了 "biom4.4? 的 尺度 函数 和 小 波 , 其 中 (a) 和 





(p) 分 别 为 分 解 尺 度 丽 数 和 / 


到 ,这 些 对 惕 冰 数 很 相似 ,这 意味 着 这 些 双 正 交 小 波 很 接近 正 交 。 这 些 双 正 交 小 波 经 常用 于 图 


\ 波 ,而 {e) 和 {(d) 分 别 为 


像 压缩 ,近似 正 交 性 保证 良好 的 数值 稳定 性 。 
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构 尺度 函数 和 小 泪 。 可 以 明显 地 看 
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表 5.1 长 度 最 接近 的 双 正 交 少 波 器 























炎 , 克 玫 m) Ca 
0 0.78848561640637 | 0.85269867800889 
KK-4 | -Lb1 | 0.41809227322204 | 。 0.37740285561283 
加 一 人 .2 一 0. 04068941760920 | 一 0. 1106244(0M441844 
天 =4 | -3,3 | -0.06453888262876 | 一 0.02384946501956 
-4,4 0 0. 03782845554969 
0 0. 89950610974856 | 。 0. 73666018142821 
-1,1 | 0.47680326579848 | 。 0. 34560528195603 
天 =5 | -2,2 | -0.09350469740094 | -0.05446378846824 
并 -5 | -3,3 | -0.13670658466433 | ”0.00794810863724 
-4,4 | -0.00269496688011 | 。 0.03968708834744 
-5,5 | “0.01345670945912 0 






































图 5.4 “bior4.4' 双 正 交 小 波 太 尺 度 丽 数 
在 双 正 交 时 ,Parseval 定理 不 再 成 立 , 也 就 是 说 ,系数 的 范 数 不 再 等 于 被 展开 的 函数 的 范 
数 ,这 是 双 正 交 的 主要 缺点 之 - -。 人 们 已 做 出 很 多 努力 设计 近似 正 交 的 小 让 基 , 使 得 范 数 接近 
相等 。 在 随机 信 叶 处 理 时 ,经 正 交 变换 后 高 斯 白 噪 声 仍 是 白色 噪声 。 而 当 变换 水 是 正 交 时 , 品 
贞 变 得 具有 一 定 的 相关 性 , 即 成 为 有 色 噪 声 。 这 样 , 当 双 正 交 小 波 用 于 信号 检测 和 估计 时 ,应 
当 适 当地 调整 算法 以 较 好 地 清除 有 色 噪 声 的 影响 。 


5.3 二 维 双 正 交 小 波多 分 辨 率 分 析 














小 波 变换 在 图 像 数据 压缩 中 的 应 用 是 . 个 非常 活 牙 的 研究 领域 。 贝 于 双 正 交 小 波 的 特有 
性质 ,有 可 能 在 得 到 高 压缩 比 的 问 时 ,又 能 保持 较 好 的 图 像 质量 。 将 一 维 情况 直接 推广 到 二 
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维 ,得 到 类 似 3.5 节 的 快速 算法 ,使 用 像 的 编码 和 解码 得 以 高 效 实现 
可 将 一 维 双 正 交 小 波 基 直 接 推广 得 到 已 ( 形 ) 的 可 外 离 双 正 交 小 波 基 。 令 由 少 和 和 让. 记 
是 生成 已 ( 太 ) 的 双 正 交 小 波 基 的 两 对 互 为 对 个 的 尽 认 函数 和 小 波 , 如 定义 
加 (xy) = 由 z)W(7) (zy) =w(r)d(y) TIry) mWfx)oty》 《551) 
和 
他 fxT)》 = (x) 册 (Y) ,2Cxy) = 硝 (z) 肌 (7) Cssy) = 东 (x) 太 ty) 15.5.2》 
则 可 证 明 , 它 们 二 进 伸缩 平 秽 形成 的 函数 族 攻 是 2( 尼 ) 的 Riesz 蕉 
二 维 双 正 交 小 波多 分 辨认 分析 的 Walla 快速 算法 与 3.5 节 基 本 一 样 , 只 是 分 解 和 重 构 要 
使 用 不 同 的 涉 波 史 





康 哲 困 像 压 关 几 像 
了 转 太 5 双 正 交 小 波 图 从 压缩 


例 5.3 双 正 交 小 让 图 像 压缩 。 程序 如 下 ;: 
cjear all 
lan woman; 


level = 24wname = 'bior4.4'; 





,8] wavedev21X ,jevel,wname) 

[thwsorh ,keepapp] = ddencmpf'emp' ww X); 

[Xeomp,CXC,LXC.PERFO,PERFL2] = wdenempt 一 | CS,wname ,leval ,tbhr,sarth ,keep- 
app)i; 

ceojormap( map) ; 

subplot( 121 ) :imagef{X) ;tidef “Original Image') ; 

5bplotf 122) ; imagef Xeomp) ; Nitlef "Compressed Image') ; 

从 例 3. 7 应 该 看 到 , 疼 像 经 过 小 让 分 名 之 后 ,只 是 在 图 像 的 网 节 { 边缘 和 纹理 ) 处 出 现 少 
基 大 幅 值 的 小 波 系 数 。 质 取 适 当 阔 值 ,将 小 于 该 阔 值 的 小 波 系 数 置 0, 就 可 以 天 大 压缩 数据 
由 经 过 数据 压缩 的 系数 重 构 的 图 像 仍然 有 有 很 好 的 戌 量 , 如 羡 5.5 所 示 。 关 于 剖 像 数据 夏 缩 ,将 
在 第 8 童 详细 讨论 。 在 上 面 程序 中 ,用 函数 帅 enemp 来 选取 疯 值 ,并 确定 对 系数 肥 阅 值 的 方式 
【 硬 阐 值 方式 或 软 贱 估 方 式 ) 以 及 是 否 对 甫 近 系数 取 净 值 一 般 来 说 , 通 近 保留 了 原始 图 像 的 
概 角 , 应 该 于 以 保留 。 丽 数 wdenemp 用 来 对 图 像 进行 压缩 程序 运行 结果 表明 :所 到 赣 值 为 
9.5, 反 冉 值 的 方式 为 硬 闽 值 方式 , 对 通 近 系数 不 取 阔 值 也 以 保 角 ; 压缩 之 后 只 保留 了 
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47.9046% 的 系数 ,但 保留 了 99.9293 锡 的 信和 导 能 量 。 


5.6 提升 小 波 





提升 可 以 理解 为 对 双 正 交 滤 波 器 的 改进 。 用 提 升 方法 构造 的 小 波 称 为 第 二 代 小 波 .小 波 
示 数 内 (6 通常 定义 为 一 个 属于 天 (R) 的 母 小 波 的 二 进 伸 绾 和 平移 
略 s(E = 23(24 -mn) 
这 样 的 小 波 称 为 第 一 代 小 波 。 第 二 代 小 波 并 不 必须 是 彼此 的 平移 和 伸缩 ,但 保留 了 第 一 代 小 
波 的 如 下 性 质 : 
《1) :构成 已 (R) 的 Riesz 基 , 而 且 还 构成 许多 函数 空间 严 如 Lebesgne Lipschitz .Sobolev 和 
Besov 空间 的 无 条 件 基 ',。 冰 数 空间 中 的 任意 一 个 郑 数 /可 以 表示 为 F= wy 屹 。 它 按 严 的 范 


数 无 条 件 收敛。 小 波 系数 y.,。= 多 *( 8)。 小 波 是 正 交 的 ,或 者 其 对 偶 ( 双 正 交 ) 小 波 是 已 知 
的 。 

《2) :小 波及 其 对 偶 在 时 域 和 频 域 都 是 局 部 化 的 。 有 些小 波 甚至 是 紧 支 的 。 

(3) :小 波 可 纳入 多 分 辩 率 分 析 的 框架 。 这 导致 了 快速 小 波 变换 算法 。 

构造 第 一 代 小 波 可 分 为 3 步 : 第 1 步 构造 可 用 于 快速 小 波 变换 的 滤波 器 组 ,更 确切 地 说 ， 
是 寻找 确保 性 质 (3) 能 得 到 满足 的 多 项 式 ;第 2 步 证 明 与 滤波 器 组 关联 的 小 波 是 局 部 化 的 (性 
质 2), 且 它们 构成 适当 函数 空间 的 基 ( 性 质 1) ;第 3 步 检查 基 函 数 的 平滑 性 (性 质 2) 。 

Sweldens[ 16] 分析 推广 了 多 分 辩 率 分 析 的 若干 概念 ,提出 了 用 提升 方案 构造 小 波 的 新 途 
径 。 用 提升 方案 构造 的 小 波 称 为 第 二 代 小 波 。 对 第 二 代 小 波 而 言 , Mallat 算法 转换 为 对 信和 号 
的 偶数 和 奇 数 样本 序列 的 逐次 提升 和 对 偶 提升 , 称 为 快速 多 相位 变换 算法 , 它 不 仅 减 少 了 计算 
量 ,而 且 可 以 实现 同 址 计算 ,大 大 减少 了 存 铺 器 开销 。 此 外 ,第 二 代 小 波 还 具有 许多 独特 的 性 
质 ,从 而 获得 了 更 广阔 的 应 用 领域 。 


5.6.1 提升 的 基本 原理 [3] 
这 一 节 介 绍 如何 用 提升 方案 改进 已 (R) 空 间 的 双 正 交 小 波 基 。 
定理 35. 2 指出 ,构造 紧 支 双 正 交 小 波 基 的 双 正 交 滤波 器 (P, 有 ,eg ,8 ) 满 足 

再 "(@) 存 (@o) + 页"(a+Tr) 让 (w+T) = 2 (5.6.1) 




















和 
Co) = e “并 (o +T) ,GEG(o) = ez (w+ 三) 《5.6.2) 
称 疡 和 记 是 对 偶 的 。 
在 用 提升 方案 构造 小 波 时 ,从 非常 简单 的 滤波 器 (六 ,下 。g。,E。) 出 发 ,逐步 地 改善 其 性 质 
得 到 提升 后 的 滤波 器 (六 ,站 。8。, 人 ) 。 也 就 是 说 ,提升 过 程 只 是 把 上 凡 改变 成 卢 ,相应 的 把 芭 。 改 
变 成 多 ,而 下。 和 8。 并 未 改变 。 对 偶 提 升 则 将 ( 刀 , 丰 。g,，,g。) 提 升 为 (所 ,下 ,8 ,区 ,)。 可 见 提 
升 和 对 偶 提 升 过 程 主要 是 改变 所 或 六 。 
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经 过 提升 之 后 必 与 放 , 应 该 是 对 偶 的 。 下 面 的 定理 阐明 了 与 站。 对 偶 的 所 有 FIR 滤波 器 
六 应 满足 的 充分 必要 条 件 。 
定理 5.5 设 六 和 上 ,是 对 个 的 FIR 滤波 器 。FIR 滤波 回忆 和 太 。 对偶, 当 旦 仅 当 存 在 一 
个 FIR 滤波 器 1, 使 得 
于 (@) = 卫 (@) +e 奋 (oo+T)E (2o) (3.6.3) 
很 容易 验证 ,A 和 记 。 仍然 满足 (5. 6. 1 ) 式 所 示 的 双 正 交 方 程 , 郑 
上 (四 ) 奋 (oo) + 下 (w+TT) 序 。(w +) = 2 
但 上 述 定理 意味 着 ,由 于 ;的 存在 , 包 被 提升 为 上 。 提 升 放 设 有 改变 大。 和 go, 所 以 由 (35.6.2) 


式 有 Cu(@) =e 7“ 谓 : (w+T) ,将 它 代 入 (5.6.3) 式 ,有 - 
吾 (ow) = 瑟 (o) +C(ow)L (2o) (5.6.4) 


相应 的 ,加 ,被 提升 为 区 
CE(o) = er(o+T) = Go) 一 开 (o)L(2o) 《5.6.5) 
也 就 是 说 ,在 老 双 正 交 滤波 器 ( 产 , 郊 。,&,* 癌 。) 的 基础 上 ,由 于 使 用 了 , 可 以 构造 新 的 双 止 交 源 


波 器 (六 8。 这) ,其 性 质 得 到 了 提升 。 如 ! 是 实 系数 的 ,对 (3. 6. 4) 式 和 (5.6. 5) 式 做 傅 立 
叶 变 换 的 反 变换 可 得 











丰 (m) = 上 (7) 十 六 BEo( 一 25)2 -用 ) 《5.6.6) 
&(n) = 攻 ,(m) - 六 下 (mn -288 有 (5.6.7) 


提升 并 未 改变 六。, 所 以 包 。 也 没有 改变 。 从 提 利 双 正 交 滤波 器 (有 ,站 .gg ) ,通过 二 尺 
度 方程 ,可 以 构造 一 组 新 的 尺度 两 数 和 小 波 (四 水, 和 。, 玉 ) ,其 中 





(0 = 而 并 六 (Dg(24- 且 + -DY -及 (5.6.8) 
岁 (0 = (8 中 (224 一介 (5.6.9) 
邦交 (9 - 袜 区 人 一 (5.6.10) 


上 列 3 式 中 最 舍得 注意 的 呈 (5. 6. 10) 式 , 它 的 右边 是 在 同 -- 尺 度 上 的 老 的 小 波 和 尺度 本 
数 ,这 意味 着 可 以 通过 提升 滤波 器 来 改善 少 的 忻 质 。 由 于 闻 的 消失 矩 取 决 于 旦 (o) 在 中 = 
处 的 零点 重 数 , 也 即 6 (w) 在 o =0 处 的 零点 重 数 。 所 以 可 以 这 样 来 设计 提升 方案 ,在 1 最短 
的 前 提 下 ,使 丰 w) 在 w = 厂 处 有 最 多 的 零点 重 数 ,也 就 是 使 E(w) 在 w =0 处 有 最 多 的 零点 重 


数 , 从 而 提高 儿 的 消失 矩 , 与 此 同时 ,也 改善 了 由 和 世 的 正则 性 。 在 提升 过 程 中 ,虽然 由 于 由 
的 改变 也 改变 了 几 , 但 是 由 于 &。 并 术 改 变 , 所 以 落 的 消 拓 抵 也 不 会 因 提升 而 得 到 提高 。 


定理 5.6(Sweldens) 设 (四 ,内 ,由 。, 东 ,) 层 与 (包装 。,g,, 划 。) 相 关联 的 一 组 紧 支 双 正 交 
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尺度 函数 和 小 波 ,是 一 有 限 序列 , 则 与 ( 玫 , 克 。,g。, 芭 ) 相 关联 的 一 组 新 的 尺度 吸 数 和 小 波 (由 ， 
节 , 有 ,六 ) 在 形式 上 是 双 正 交 的 。 


所 谓 在 形式 上 双 正 交 , 是 指 (中风 , 中 , 少 ) 和 ( 姑 ,。,s, ,区 ) 满 足 - -尺度 方程 ,并 不 一 定 要求 选 择 
使 得 提升 滤波 器 二 满足 定理 5. 4 的 条 件 从 而 生成 能 量 有 限 的 尺度 函数 和 小 波 。 如 果 这 些 两 数 是 


能 量 有 限 的 ,那么 提升 后 的 小 波 fy ssz 和 jlssz 构 成 (R) 的 双 正 交 小 波 基 。 
提升 提高 了 终 的 性 能 ,为 改善 少 的 虱 质 ,可 以 使 用 对 偶 提 升 。 对 侦 担 升 用 滤波 器 7 () 
实现 , 它 改 变 站 。. 从 而 也 改变 &, 如 下 列 两 式 所 未 ， 








下 Cn) = 下 (mn) + 六 区 (一 26) 了 (有 (5.6.11) 
大 

&(na) = gu(n) - 阿 帮 ( 王 28) 一 大) (5.6.12) 
AS 


对 (5. 6. 11 ) 式 两 边 作 傅立叶 变换 ,有 
存 (ao) = 下 Co) +ev 了 本 (+T)E(2o) 


仍然 很 容易 证 明 元 和 六 满足 (5. 6. 1) 式 所 示 的 双 正 交 方程 。 对 偶 提 和 把 交 , 改变 成 站 ,所 以 
也 相应 的 把 g, 改变 成 g, 旦 


Co) = e* 帮 (o+T) = Clo) -下 (wo)E (2w) 
而 它 正 是 (5. 6. 12) 式 两 边 作 傅立叶 变换 的 结果 。 
对 偶 提升 没 有 改变 六 ,所 以 和 也 不 会 改变 。 将 对 个 提 升 后 的 ( 玉 ,让 ,8,g。) 代 入 一 尺度 
方程 便 可 得 到 对 偶 提 升 后 的 尺度 丽 数 和 小 波 (中 沙 , 币 ,六 ) ,其 中 


$(D = 六 产 ， (有 宙 (27 一 有) + 六 (有关 (一 各 (5.6.13) 
: , 生 
六 (D = 石 8(D 囊 (024 -有 (5.6.14) 
4 





录 () = 检 ( -之 (一 站 中 (一 及 (5.6.15) 


类 似 的 ,从 (5. 6. 15 ) 式 可 以 看 出 通过 对 偶 提升 确实 可 以 提高 消 的 消失 和 矩 ,并 改善 贡 和 缚 
的 正则 性 。 不 断 进 行 提 升 和 对 偶 提 升 可 以 改进 攻 和 六 的 消失 矩 和 正则 丛 。 


经 过 提升 利 对 个 提升 之 后 老 滤波 器 ( 久 ,下 。g ,总 。) 变 为 (j ,站 ,8 ,区 ) ,但 在 实现 双 正 交 小 
波多 分 辩 素 分 析 的 Mallat 算法 时 并 不 需要 计算 出 提升 后 的 滤波 器 ,而 是 用 老 滤波 器 及 提升 和 


对 偶 提 升 滤波 器 ! 和 ;7 来 计算 。 设 原始 信号 为 w ,用 老 滤波 器 分 解 为 














ao (za) = 六 和 (一 28)a(E) = os* 赤 (2p) (5-6.16) 
4 
和 
Ga) = 二 go(E-2n)a( 有 ) = wx 本 (2n) (5.6.17) 
4 
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(b) 
图 5.6 提升 加 对 假 提 升 的 多 分 辨 率 算法 
《a) 分 解 算法 〈b) 重 构 算法 
先 考虑 对 偶 提 升 的 影响 ,由 于 对 偶 提 升 并 未 改变 ji ,所 以 下 1 级 的 逼近 分 量 仍然 是 oo ， 
但 细节 分 量 改 变 为 





(09 = 六 et-2n)a( 有 = 相配 2m) 
将 (5. 6. 12) 式 代 人 上 式 ,就 得 到 
aaD = - 交 mrm = -est (618) 


也 就 是 说 ,经 过 对 偶 提 季 ,细节 分 量 修改 为 老 网 节 分 量 加 上 ! 个 提升 分 量 。 在 对 偶 提升 的 基础 
上 ,再 进行 提升 , 则 并 不 改变 细节 分 量 ,而 只 是 将 老 的 逼近 分 量 修改 为 


al) = 四 (Pa) + 立 轨 4 (一 并) 区 下) = Cn) + si(n) (5.6.19) 


上 列 两 式 就 是 对 偶 提 升 加 提升 的 多 分 辩 率 分 解 算法 ,如 图 3.6(a) 所 示 。 将 上 列 两 式 的 提升 和 
对 偶 提 升 分 量 移 到 等 式 的 左边 ,就 可 以 得 到 重 构 算 法 ,如 图 5.6(b) 所 示 。 


5.6.2 情 性 小 波 ,提升 方案 快速 多 相位 小 波 变换 算法 

提升 方案 的 优越 性 还 在 于 ,甚至 可 以 从 非常 简单 平凡 的 小 波 出 发 而 设计 出 具有 一 定性 质 
的 小 波 。 饶 性 小 波 就 是 非常 简单 平凡 的 小 波 。 

惰性 滤波 器 站 (na) = 包 (n) =(n) ,go(n) =&o(n) =5(n -1 ,它们 的 傅立叶 变换 是 


局 (oj) = 妨 (@) = 1， Co(oj = Co) = em 
惰性 滤波 器 显然 满足 双 正 交 条 件 (5. 6. 1) 式 和 (5. 6. 2) 式 。 居 性 滤波 器 没有 滤波 ,只 是 将 信号 
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的 偶数 和 奇数 样本 分 离 ,这 也 称 为 多 相位 分 解 。 与 惰性 滤波 器 关联 的 情 性 尺度 函数 和 小 波 是 
冲击 函数 $.( 引 = 四 (9 =8( 人 和 钞 。( 昌 = 加 (1 =5(-172) ,它们 不 属于 已 ( 刀 ) ,理由 是 世 。 
(@o) 和 Cu(o) 在 w=0 处 不 等 于 零 。 但 是 通过 适当 的 提升 ,这 些小 波 可 以 变 成 能 量 有 限 的 函 
数 。 

定理 5.7(Daubechies,Sweldens) ”任何 双 正 交 滤波 器 (P,5 ,站 ,8 ) 可 以 通过 对 情 性 滤波 器 
不 断 做 提升 和 对 偶 提 升 证 生成 (至 多 相差 -一 个 移 位 和 常数 因子 ) 。 

上 述 定理 引出 的 一 个 非常 重要 的 结 沦 是 可 以 用 提升 和 对 偶 提 升 实现 Mallat 算法 ,将 提升 
滤波 器 表示 为 wx, 从 而 可 将 (5. 6. 6) 式 和 (5. 6.7) 式 写成 


Rn) = (mn) + 六 won -26w -站 (5.6.20) 

到 (m) = 谋 。(P) - 六 大 (nm 一 25) (5.6.21) 
将 提升 滤波 器 表示 为 p, 从 而 可 将 对 偶 提 升 (5. 6. 11 ) 式 和 (5. 6. 12) 式 写成 

ja = Oo + 王 n20p0D (5.6.22) 

4 

En) = go(n) -三 疙 (有 一 2 不 )( 一天) (5.6.23) 
对 于 惰性 滤波 器 

oj (na) = 本 (2n)5dan) =a(2n+1) 《5.6.24) 


它 只 是 将 输 人 信和 号 分 裂 为 偶数 和 奇数 样本 序列 , 称 为 信号 的 多 相位 分 解 ,对 多 相位 分 量 先 对 偶 
提升 再 进行 提升 , 则 有 













































































da) = 改 t(n) -af wp(m) (5.6.25) 
马 HT 是》 二 本 (有 )》 十 二 1 本 下 (有 ) 《5.6.26) 
上 列 两 式 就 是 对 偶 提 升 加 提升 的 多 相位 分 解 算法 ,如 图 5. 7(a) 所 示 。 同 样 将 上 列 两 式 的 提升 
和 对 偶 提 升 分量 移 到 等 式 的 左边 ,就 可 以 得 到 重 构 算法 , 姐 图 5$.7(b) 所 示 。 
个 订 列 。 。 偶 刻 列 
一 亿 2 | 
aa 一 询 P 0 T P 部 [5 
亲友 列 4 人 岂 奇 序列 


财 5.7 提升 方案 快速 多 相位 变换 算法 
(〈a) 分 解 算法 〈b)? 重 构 算法 
在 分 解 过 程 中 ,首先 将 w 分 解 为 %,: 和 作对 个 提升 由 of 和 心计 算 ， ,由 于 提升 不 
需要 必 ,， 所 以 在 实际 计算 过 程 中 可 以 用 必 ,: 来 刷新 必 ,; 的 存储 空间 ; 提升 由 ox 和 d 必 计算 
w+ ,也 可以 用 aw 来 书 新 中 ,, 的 存储 空间 。 这 就 是 所 谓 的 同 址 计算 , 它 可 以 大 大 地 减少 存储 
器 开销 。 此 外 ,用 提升 方案 实现 小 波 变换 的 计算 量 是 直接 用 Mallat 算法 的 计算 量 除 以 某 个 因 
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子 (最 大 为 2) 。 

申 上 述 分 析 可 以 看 到 ,提升 方案 把 小 波 变换 分 为 分 绚 .预测 和 更 新 3 个 阶段 : 

(1) 分 裂 (split) 

分 裂 过 程 就 是 惰性 小 波 变换 过 程 。 此 过 程 仅仅 是 将 数据 集合 w 分 裂 成 它 的 偶数 样本 子 
集 和 奇数 样本 子 集 

split(a) = (ad 《5.6.27) 

(2) 预测 {predict) 

预测 过 程 就 是 对 偶 提 升 过程 。 巾 于 两 个 子 集 之 唱 总 是 存在 一 定 的 相关 性 ,所 以 对 偶 提 升 
分 量 可 以 看 成 偶 序 列 对 奇 序列 的 预测 值 ,于 是 对 偶 提 升 过 程 实际 上 就 是 用 预 调 误差 来 代替 奇 
序列 








don-Pao) (5.6.28) 
预测 误差 又 称 为 细节 系数 或 小 波 系数 ,小 波 系数 越 小 ,预测 越 精确 。 
(3) 更 新 (update) 
更 新 过 程 就 是 提升 过 程 。 通 过 数据 集合 @, 来 更 新 数据 集合 n ， 
ao DG (5.6.29) 


更 新 的 出 发 点 是 找到 一 个 比 mw,+ 更 好 的 数据 子 集 ,使 之 保持 原始 数据 的 一 些 特性 ,如 能 
量 \ 均 值 . 消 失 抱 等 。 更 新 过 程 用 提升 算 子 作用 于 细节 系数 并 亚 加 到 偶数 样本 得 到 近似 信和 号。 
重 构 算 法 由 如 下 3 个 步 又 组 成 


oo di (5.6.30) 
do 二 Get+PCosD) (5.6.31) 
@ = merge(as yd ) (5.6.32) 


同样 , 重 构 算法 也 可 以 用 同 赴 计 算 实现 。 
5.6.3 任意 区 域 上 的 提升 小 波 [16] 


南 于 提升 小 波 并 不 必须 是 彼此 多 平 移 和 伸缩 ,所 以 用 提升 方法 可 以 构造 非 平移 不 变 信和 号 
空间 的 小 波 基 。 放 弃 平移 和 伸缩 意味 卷 不 再 用 傅立叶 变换 作为 构造 小 波 的 工具 。 

设 疡 (D) 是 定义 在 站 的 任意 区 域 忆 C 好 上 的 任意 郴 数 空间 ,为 了 定义 它 的 多 分 辩 率 通 
近 , 引 人 更 广义 的 指标 集 { Gez, 上 且 CCG:，G 的 指标 为 4。C 为 G 在 G,, 中 的 补 , 它 是 所 
有 属于 G 而 又 不 属于 G 的 元 素 的 集合 ,C; 的 指标 表示 为 四 。C 也 可 以 理解 为 区 域 刀 上 的 采 
样 网 格 [3] ,例如 ,如 = [0,1] 时 的 二 进 均匀 采样 网 格 C 是 12 -nlcssz, 当 六 =2 时 的 网 格 节点 
如 图 5. 8 中 的 小 圆圈 所 示 , 这 些 网 格 节点 分 别 对 应 0M4 .1M4 .244.3M4 .4M4, 或 写成 078 .278 .47 
8 .6/8 ,848 ,它们 也 就 是 指标 集中 的 大 值 。 这 时 G 在 G, 中 的 补 C 聚集 了 所 有 属于 G:, 而 又 
不 属于 G 的 网 格 节点 , 即 12 (2n+1)io<scy, 当 六 =2 时 上 如 图 58 中 的 短 划 线 所 示 , 它 
们 分 别 对 应 1/8 ,378 .578 ,778 ,也 就 是 mm 的 值 。 


C ! CC 4 4 上 





























图 5.8 [90,1] 区 间 的 二 进 均匀 网 格 及 其 补 网 格 
Sweldens 在 用 提升 方案 构造 第 二 代 小 波 时 ,从 声 (D) 的 多 分 辩 率 分 析 和 人手 。 如 从 套 闭 子 
空间 序列 | 三 hez 满 足 与 定义 3.1 类 似 的 某 些 性 质 , 则 它们 构成 瑟 ( 了 ) 的 多 分 辩 率 台 近 ,尺度 
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函数 | 和 ee G 构 成 斑 的 Riesz 基 。 但 并 不 要 求 和 W* 是 某 个 尺度 函数 的 平移 和 伟 缩 。 此 外 ， 
还 将 第 一 代 小 波 在 实 轴 上 的 一 进 区 间 推 广 为 区 域 刀 的 划分 ,划分 的 每 一 个 子 集 与 一 个 尺度 函 


数 由 :关联 。} 广 |ez 表 示 五 (D) 的 对 偶 多 分 辩 率 训 近 , 其 中 对 偶 尺 度 末 数 $ 构 成 太 的 
Riesz 基 。 中 和 镍 在 如 下 意义 上 是 双 正 交 的 
《和 gr》 = 对 让 EGG 
对 任意 /e 疡 ,定义 系数 bx = (六 多 ), 则 /在 邦 上 的 投影 
PP = 人 








是 在 尺度 7 时 对 7 的 扣 近 , 旦 满足 
Eml7- 台 HI=0 
与 第 一 代 小 波 类 似 , 仍 然 通过 设计 滤波 器 来 构造 尽 订 函数 和 小 波 。 由 于 乒 CF，,i ,所 以 
由 + 可 以 表示 为 更 精细 尺度 上 的 尺度 函数 由 ,的 线性 组 合 
中 。 = 太 由 on (5.6.33) 


2 


其 中 ,实数 集合 jerlke Ge G| 称 为 涉 波 器 。 务 必 注 意 ,第 二 代 小 波 中 的 滤波 器 思 e 一 
般 内 分 辩 率 精度 7 不 同 而 不 同 , 所 以 并 不 一 定 具有 如 下 平移 不 变性 : 思 。; = 万, 因此 (5.6.33) 
式 一 般 而 言 并 不 是 第 一 代 小 波 的 二 尺度 方程 ,而 被 称 为 细 化 关系 式 。 与 第 一 代 小 波 类 似 ,通常 
都 难以 给 出 尺度 函数 的 解析 表达 武 ,但 仍然 可 以 通过 级 联 算法 的 迭代 计算 过 程 由 滤波 器 定 义 
相应 的 尺度 函数 。 

第 一 代 小 波 定义 为 多 在 驴 , 中 的 补 阳 的 基 函 数 ,这 一 概念 也 被 推广 到 第 二 代 小 波 , 即 小 
波 被 定义 为 ” 琴 = span| 用 nm < Ci。 双 正 交 小 波 的 会 义 也 由 如 下 内 积 关系 式 给 出 

《Wo 
对 任意 .Je 疡 ,定义 系数 放 。 = 《天 放 。》 , 则 
了 = 攻 on 
小 波 的 定义 意味 着 小 波 满足 与 (5. 6. 33) 式 相似 的 细 化 关系 式 
风 。 (5.6.34) 


其 中 ,iwmsGseG 也 是 一 个 滤波 器 。 至 此 ,已 经 分 别 用 滤波 器 态 sr 和 已 mw, 通 过 细 化 
关系 式 (35.6. 33) 式 和 (5. 6. 34) 式 定义 了 尺度 函数 和 人 小波。 对 偶 尺 庆 函 数 和 小 波 与 对 偶 沥 波 


器 志和 人 os 之 间 也 有 类 似 的 细 化 关系 式 ,而 且 由 由 ,ss 站 国 于 ,可 推 知 
re 之 gid 
由 尺度 函数 和 小 波 的 双 正 交 表 达 式 还 可 推 知 
之 让 es = Be 六 玫 避 mL = 
之 Bes Be 玉 gsj =0 (5.6.35) 


满足 上 式 的 滤波 器 | ,站 ,8 ,有 上 称 为 双 正 交 滤 波 器 。 
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小 波 变 换 的 基本 思想 也 与 第 一 代 小 波 相 网 。 由 初始 尺度 大 上 的 原始 信号 序列 | An 天 
G1 可 以 逐 级 分 解 成 如 下 信号 序列 集 ; 


As Ciyn1ySs7<jme CO (5. 6.36) 
从 细 化 关系 可 以 得 到 小 波 变换 快速 分 解 表达 式 如 下 
es (5.6.37) 
了 
im = 区 mh (5.6.38) 
> - 
类 似 的 ,小 波 变换 快速 重 构 表达 式 为 
= (5.6.39) 
和 加 








与 第 一 代 小 波 不 同 的 是 ,因为 滤波 器 系数 不 一 定 具有 平移 不 变性 ,所 以 第 二 代 小 波 变换 分 解 和 
重 构 表 达 式 中 的 线性 算 子 不 一 定 是 卷 积 运算 。 
很 容易 证 明 , 双 正 交 滤 波 器 经 过 提升 之 后 可 以 得 到 新 的 双 正 交 滤 波 器 。 


定理 5.8 老 双 正 交 滤波 器 | 天 " ,有 站" ,8 ,区 | 经 过 如 下 提升 可 以 构成 新 双 正 交涉 波 器 
二 六 ,8 部 

















oa 
名 二 


= 民风。 
mi = 区 4 一 之 en 
将 
经 过 提升 之 后 ,因为 站 没 改 变 , 所 以 尺度 函数 由 也 不 会 改变 。 而 j 和 8 的 改变 使 得 对 侦 


尺度 函 教 $ 和 小 波 少 也 要 改变 。 虽 然 有 没 改变 ,但 由 于 $ 改变 了 ,所 以 对 俑 小 波 也 要 改变 。 
从 细 化 关系 可 得 下 列 各 式 





由 《5.6.40) 
币 = 半生 Sn (5.6.41) 
用 = 《5.6.42) 
凤 )m = 忆 Erobons (5.6.43) 


应 特别 注意 (5. 6. 42) 式 , 它 的 右边 都 是 老 的 尺度 函数 和 小 波 , 这 意味 着 通过 适当 选择 
sium 从 简单 的 尺度 函数 和 小 波 可 以 得 到 具有 特定 性 质 的 小 波 ,这 正 是 提升 的 含义 。 该 式 还 意 
味 着 提升 方法 的 关键 是 寻找 适当 的 提升 算 子 ,因为 对 小 波 竹 质 的 要 求 都 转换 成 对 。，。 的 约 
永 条 件 。 而 且 通 过 提升 方法 构造 小 波 时 是 在 同一 尺度 下 进行 的 ,而 不 是 像 (5. 6. 34) 式 表示 的 
那样 ,要 从 更 精细 一 级 尺度 上 的 尺度 函数 来 构造 小 波 。 最 后 ,定理 5. 8 还 确保 :只 要 老 滤波 器 
组 是 双 正 交 的 , 则 提升 江波 器 组 也 必然 是 双 正 交 的 。 

惰性 滤波 器 轧 wi = ko&ins = 8 它们 的 对 偶 滤 波 器 也 是 情人 性 的 ,相应 的 尺度 本 数 和 小 
波 是 在 指标 集 上 的 冲击 函数 。 通 过 不 断 的 提升 和 对 偶 提 升 也 可 以 从 情 性 滤波 器 得 到 具有 -一定 
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性 质 的 双 正 灾 滤波 器 ,从 而 构造 出 具有 特定 性 质 的 双 正 交 小 波 基 。 惰 性 滤波 器 只 不 过 是 把 属 
于 G, 的 样本 分 虱 成 为 分 别 属 于 BC 和 Ci 的 两 个 样 不 集 。 对 在 嵌 套 采样 网 格 上 构造 的 惰性 小 
波 作 提 升 ,可 算出 波形 或 六 的 有 界 区 域 上 的 双 正 交 小 波 基 。 明 面 上 的 提升 小 波 在 计算 机 图 形 
学 中 有 许多 应 用 。 在 有 限 二 维 区 域 中 ,提升 小 波 基 应 用 于 偏 微分 方程 的 数值 计算 。 
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第 罗 # 


信号 的 小 波 包 分 析 


证 拓 名 拓 庆 于 全 和 和 让 天 的 让 人 交 役 Cn 向 


在 信号 的 多 分 辩 率 分 析 中 ,首先 将 原始 信号 oo 分 解 为 低频 部 分 ea; 和 高 频 部 分 由 ,再 将 @ 
进一步 分 解 为 和 中 ,这 样 逐 级 分 解 下 去 ,如 图 6. 1 所 未。 可 以 看 到 ,在 信号 的 多 分 辨 率 分 析 
中 ,总 是 对 信和 号 的 低频 部 分 进行 分 解 ,而 没 对 高 频 部 分 进行 进一步 的 分 解 ,所 以 信号 的 多 分 辩 
率 分 析 是 一 个 不 完整 的 树 状 结构 。 


mo 


1 二 


图 6.1 信号 的 多 分 辩 率 分 析 
对 信号 进行 小 波 包 分 析 时 ,不 仅 对 信号 的 低频 部 分 进行 分 解 ,同时 也 对 高 频 部 分 进行 分 
解 。 所 以 ,信号 的 小 波 包 分 析 是 一 个 完整 的 树 状 结构 ,如 图 6. 2 所 示 。 不 难 想到 ,小 波 包 分 析 
比 多 分 辨 率 分 析 更 精细 。 当 然 ,其 计算 复杂 性 更 高 ,计算 量 更 大 。 我 们 知道 ,小 波 分 析 在 频率 
域 相当 于 等 Q 带 通 滤波 器 组 ,尺度 越 精细 , 带 通 滤波 器 的 中 心 频 率 越 高 , 通 带 越 宽 。 也 就 是 
说 ,对 信号 的 高 频 成 分 ,小 波 分 析 的 分 辩 率 较 差 , 这 是 小 波 分 析 的 严重 不 足 。 而 小 波 包 分 析 对 
信和 号 的 高 频 成 分 也 有 较 高 分 辩 率 ,这 正 是 小 波 包 分 析 的 优势 。 


《00) 














《3.0) (3,1) 《3,2) 《3,3) 《3,4) 《3.5) 《36) (3.7) 


图 6.2 信号 的 小 波 包 分 析 
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在 图 6. 2 的 二 叉 树 中 , 圆 括 弧 内 的 第 -- 个 数 表 示 分 解 的 尺度 级 次 (或 者 说 分 辨 率 级 次 ); 
第 二 个 数 是 小 波 包 和 参数, 当 它 为 0 时 ,对 应 多 分 辩 率 分 析 的 低频 分 量 , 当 它 为 1 时 ,对 应 多 分 辨 
率 分 析 的 高 频 分 量 。 而 当 它 为 大 于 ! 的 正 整 数 时 ,就 是 新 增 的 小 波 包 分 析 。 可 以 看 出 ,小波 包 
分 析 实际 上 是 将 多 分 辩 率 分 析 的 高 频 分 县 进 一 步 分 解 成 低频 部 分 和 高 频 部 分 。 


6.1 小 波 包 


6.1.1 小 波 包 的 定 久 


信号 的 多 分 辩 率 分 析 实质 上 是 两 个 相 邻 分 辩 率 之 间 信 号 逐 级 分 解 的 过 程 。 在 函数 空间 ， 
分 别 用 尺度 两 数 由 和 小 波 消 分 解 出 信 导 的 低频 部 分 和 高 频 部 分 。 而 在 序列 空间 , 则 用 一 对 滤 
波 器 疡 和 8 对 离散 逼近 系数 进行 分 解 。 后 者 可 用 Mallat 算法 高 效 实现 。 由 少 和 与 它们 关联 的 

,E 之 间 存 在 如 下 二 尺度 方程 ; 
由 人 下 (24 一 稻 (6.1.0) 


昌 ( 引 = SC 人 由 (28 及) (6.1.2) 
和 


和 2 和 (2 一 有 sz 和 12 2 人 (2254- 关 |isz 分 别 构成 尺 庆 函 数 空 间 了 和 小 波 函 数 空 间 栈 
的 正 交 规范 基 。 土 列 两 式 右边 的 (21) 对 应 着 尺度 较 小 (分 辩 率 较 高 ) 的 两 数 空间 线 , 而 左边 
的 由 ( 昌 秋 ( 纺 则 对 应 着 尺度 较 大 (分 辩 率 较 低 ) 的 函数 空间 咏 , ,和 到 ,。 所 以 (6.1.1) 式 和 
(6.1.2) 式 本 质 上 反映 了 函数 空间 的 如 下 关系 
及 = 及 轩 孜 eeZ 《6.1.3) 
这 就 是 多 分 辩 率 分 析 的 函数 空间 分 解 关系 式 。 

将 二 尺度 方程 (6. 1. 上 ) 式 和 (6.1.2) 式 推广 为 


zs 人 = 》 岂 有 加 (24 -用 《6.1.4) 
5 

tasl( = 全 >S(8)au(24 -有 (6.1.5) 
四 


其 中 ,下 标 半 表示 函数 的 序号 ,=0,1,2,…, 记 为 上 meZ'。 令 站 =0,an = 由 .本 = 东 , 则 上 列 两 式 
就 退化 为 (6. 1. 1) 式 和 (6. 1.2) 式 。(6.1.4) 式 和 (6.1.5) 式 是 一 对 递 推 关系 式 ,首先 由 zm = 中 
生成 二 = 网 ,就 可 由 = 东 生 成 凡 和 书 , 再 由 zo 生成 由 和 刷 , 由 生成 同和 了 ,如 此 逐 级 递 
推 下 去 ,车 成 一 个 函数 族 ju| er。 

定义 6. 1 小 波 包 的 定义 : 称 由 (6. 1.4) 趟 和 (6.1.5) 式 定义 的 函数 族 Lu lssz* 为 由 中 生 
成 的 小 波 包 ,或 由 志 生 成 的 小 波 包 。 其 中 下 标 = 为 小 波 包 参数 。 

小 波 包 的 生成 如 图 6. 3 所 示 。 小 波 包 参数 =0 对 应 尺度 函数 ,nm =1 对 应 小 波 。 比 较 图 
6.3 和 图 6. 2 不 难 发 现 ,小 波 包 和 参数 = 正好 对 应 着 图 6. 2 中 国 括 弧 内 第 二 个 数 。 由 (6. 1.4) 式 
和 (6. 1.5) 式 可 以 明显 地 看 到 ,小 波 包 参 数 为 偶数 对 应 低 通 滤波 器 六 ,而 小 波 包 参数 为 奇数 对 
应 高 通 滤波 器 8 ,所 以 小 波 包 分 析 可 将 多 分 辨 率 分 析 的 高 频 分 量 进 一 步 逐 级 分 解 为 两 部 分 。 
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图 6.3 ”小波 包 的 牛 成 
6.1.2 小 波 包 的 性 质 
对 (6.1.1) 式 (6.1.2) 式 及 (6. 1.4) 式 (6.1.5) 式 两 边 取 傅立叶 变换 ,有 


让 (ao) = 坊 ( 人 4( 约 ) (6.1.6) 
它 (o) “ 方 c( 多 4( 光 (6.17) 
和 

as(ow) = 训 (2 人 (分 (6.1.8) 
Do (fow) -= 广 c( 到 (6.1.9) 

若 令 
如 (o) = Po(w) (6.1.10) 
G(o) = 已 (@) 《6.1.11》 


La = 不 超过 = 的 最 大 芷 数 
则 (6. 1.6) 式 ~(6.1.9) 式 可 统一 表示 为 


半 (o) = { 人 ja 人 )， 号 Er (6.1.12) 


其 中 ,e 为 上 二 进 制 表 式 的 第 1 位 。 当 = 为 偶数 时 ,si =0; 当 ?为 奇数 时 ,e =1。 
由 于 = 是 一 个 非 负 整数 , 所 以 其 二 进 制 表 式 为 


2 -0 或 《6.1.13) 


反复 用 (6. 1. 12) 式 ,可 得 到 记 (的 一 个 无 穷 节 积极 限 形式 。 
定理 6.1 由 天 生成 的 小 波 包 和 us ez -的 傅立叶 变换 为 


站 (2) = 了 | 如. (27m | (6.1.14》 


证 明 首先 证 明 ==0 和 1 时 ,上 趟 成 立 。 这 时 ,La21=0, 由 (6.1.12) 式 ,有 
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人 (Caw) = 2 和) 


上 青 反复 用 (6. 1.6)} 式 ,可 得 
普 () - 声 (2 了 去 Sevo | ] [和 ee] 
然后 ,用 归纳 法 证 明 (6. 1. 1 于 成 立 。 很 定 当 0<n<2: 时 (6.1.14) 式 成 立 ， 
考虑 当 2 sn <27 时 的 情形 。 这 时 ,有 
下 = 全 ore = 上 
而 Lnrx2] 实 际 上 是 nm 除 以 2 取 商 的 下 数 菩 分 ,也 就 是 将 的 二 进 制 表示 中 小 数 点 左 移 1 位 后 取 
整 , 即 














LnZ21 = 六 开 
由 于 0 <Ln/21<21, 故 由 (6.1. 12) 式 和 局 钠 假设 有 


- ee 下 [各 22] 


总 027) 下 [如 (27o)] 
= -了 [5 oj] 

证 毕 。 由 正 交 镇 像 涉 波 器 &,6 的 正 交 性 可 以 导出 小 波 包 具 有 如 王 正 交 性 质 。 
定理 6.2 设 1 |。z* 是 由 上 生成 的 小 波 包 , 则 

《as 一 有 va 人》 = BE (6.1.15) 
证 明 当 n=0 和 1 时 ,(6.1. 15) 式 显然 成 立 。 假 设 当 0<a <21 时 (6. 1. 15) 式 成 立 ,考虑 

当 21<n<27 时 的 情形 。 

汶 隧 化 记号 ,考虑 旭 下 等 从 内 各 表达 式 
(ws 人 有) = 天 三 lo)Pewda 


工 
































= 相关 国人 ( 罗 | | 人 ( 公 | 
-在于 大人 (到 es 人 (| ae 
-二 三 广 Ps 他 ， ai( 皇 +a2n0| 

= 本 六 (他 这 aa 人 (全 +2mj| du 








申 于 0 <Ln/21<27 , 故 归 商人 很 设 意味 着 下 式 成 立 
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《ai 人 一下) ,aol 人 E 一 及》 = BE 
它 等 价 于 


了 


= 1 





ai 全 二 2 时 





所 以 , 有 


(es(Dau( 有》 = 二 六 15(o) Pendu 


号 ( 浊 


已 (全 + 可 | ]ue 


2 4T 


已 (又 | 


= 二 三 |() | + 三 











十 

















土 面 用 到 #,g 的 正 交 性 : | 瑟 (w) + | 有 (w+T)P=2 或 1C(oJ 上 +ic(o+mr)P=2。 证 毕 。 
上 述 定理 表明 小 波 包 中 每 个 丽 数 都 具有 平移 正 交 性 。 下 面 将 证 明 zs( 切 和 ze (tb 之 间 
的 平移 正 交 性 。 证 毕 。 
定理 6 3 设 fusjssz: 是 由 产生 成 的 小 波 包 , 则 
《有 CD)》=0,LsZ (6.1.16) 
证 明 当 z=0 时 ,(6.1.16? 式 显然 成 立 。 这 时 实际 上 是 尺度 函数 和 小 波 正 交 , 它 在 频 域 
的 等 价 表达 式 为 召 (o)C" (wo) + 有 (of+T)c (ootTf) =0。 下 面 的 过 程 和 定理 6.2 的 证 姑 很 
相似 。 由 (6- 1.12) 式 有 
《an(E 一 有 aa 人 一念 》 




















-二 三 记号 er( 光 (到 Pee ea 
= 点 | ma( 引 有 (对 二 如 ( 生 +2mg) au 








上 面 用 到 关 ,g 之 间 的 正 交 性 :下 (wo)C” (wo) + 百 (w+T)G (w+T) =0 以 及 zu 的 平移 正 交 
性 。 证 毕 。 


6.1.3 友 支 集 小 波 包 


可 以 从 任意 有 限 冲 击 响应 正 交 镜像 沥 波 器 上 和 8& 生成 紧 支 集 小 波 包 。 设 下 和 8 支 集 为 
[90,N -那么 ,由 和 录 的 支 集 长 度 为 (-1) 。 
这 时 ,二 尺度 方程 (6. 1.4) 式 和 (6.1. 5) 式 可 写 为 : 





1 

aa 有 = > 风门 到 (2 - 且 《6.1.17) 
所 
Ar-1 

es = 2 CE( 有 (2 一下) (6.1.18) 
人 经 
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可 见 z 和 us 是 岂 按 172 尺度 还 缩 . 平 移 后 加 权 大 和 加 的 结果 ;因此 ,所 有 凡 的 支 集 长 度 均 为 
(Y- 1) 。 既 然 所 有 wu 都 有 相同 的 支 集 长 度 ,而 ” 越 大 又 意味 着 压缩 的 次 数 越 多 ,所 以 粗略 地 
说 ,n 描述 了 小 波 包 中 各 个 波形 丽 数 的 振荡 频率 , 故 又 称 其 为 频率 参数 。 

例 6.1 Har 小 波 包 。 

Harr 小 波 包 由 滤波 器 

fr，m=0,1 
9 人 其 他 

生成 。 图 6. 4 画 出 了 Harr 小 波 包 的 波形 ,可 以 清楚 地 看 到 ” 确实 可 以 解释 为 振荡 频率 。zo 是 
尺度 函数 由 , 它 正 是 [0,1] 区 间 的 特征 函数 。uw 是 哈 尔 小 波 , 其 正 负 脉冲 宽度 均 为 1/2。 避 ,本 






























































由 zz 压缩 平移 线性 痊 加 生成 ,它们 的 正 负 脉 冲 宽度 均 为 1/4, 即 它们 具有 相同 的 频率 。zs ,zz 
由 zx 压缩 平移 线性 玖 加 生成 ,w , 必 则 由 um 压缩 平移 线 伯 释 加 生成 ,所 以 这 4 个 函数 的 正 负 
脉冲 宽度 均 为 1/8 ,具有 相同 的 频率 。 也 就 是 说 ,在 图 6. 3 所 示 的 小 波 包 生成 图 中 ,位 于 同一 
级 次 上 的 波形 具有 相同 的 振荡 频率 ,级 次 越 高 ,振荡 频率 越 高 。 
2 2 
ro 工 人 0 全 生 全 的 放 
026 0 1 6 0.5 1 
2 2 
05 1 6 05 1 
0 六 中 中 1 | | ] 
26 0.5 1 5 0.5 1 
2 2 
um 0 局 
| 中 LT LT 
-26 05 1 6 05 1 
图 6.4 Harr 小 波 包 波 形 
6.2 小 波 包 分 析 
6.2.1 不 波 包 分 析 
在 信号 的 多 分 辩 率 分 析 中 ,信号 空间 的 分 解 关系 为 
万 = 太田 形 3 (6.2.1) 
它 与 (6. 1.1) 式 积 (6. 1.2) 式 所 表示 的 二 尺度 方程 相对 应 。 
如 令 


丰 = = 有 E (6.2.2) 
则 (6. 2.1) 式 可 改写 为 - 
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t = 1 四 丽 ， (6.2.3) 
这 实际 上 是 把 尺度 函数 空间 和 小 波 空间 统一 起 来 了 。 正 如 前 面 将 二 败 度 方程 (6. 1. 1) 式 和 
(6. 1.2) 式 推广 为 (6. 了 1.5) 式 一 样 , 也 可 以 将 (6. 2. 3) 式 推广 为 如 下 形式 ， 
= 区 国 办， = 0.12，… (6.2.4) 
它 与 (6.1.4) 式 和 (6. 1 5 尺度 方程 相对 应 。 在 (6. 2.4) 式 中 , 当 =0 时 ,就 退 
化 为 多 分 辨 率 分 析 。 
在 信号 的 多 分 辩 率 分 析 中 ,将 尺度 函数 py 和 正 交 小 波 冰 进行 二 进 伸缩 和 平移 之 后 形成 区 
和 阴 的 正 交 基 。 类 似 的 ,也 可 以 将 mw 进行 二 进 伸缩 和 平移 得 到 
= 2 二 (2 一 起) (6.2.5) 
定义 6.2 小 波 库 的 定义 ; 称 函 数 族 | 本 。( 切 | rezsszs 为 小 波 库 。 
也 就 是 说 ,小 波 库 是 将 小 波 包 中 每 个 函数 都 进行 二 进 伸缩 和 平移 之 后 得 到 的 函数 族 。 
下 述 定理 将 证 明 : 和 由 正 交 镜 像 滤 波 器 关 和 8& 生成 的 小 波 库 也 具有 正 交 性 。 对 于 二 进 伸缩 
和 平移 , 设 b(D =2 40(279) , 则 久 (t-200) =2-46(2 二 有。 
定理 6.4 设 19(:-28) 1-z 是 空间 忆 的 正 交规 范 基 。 由 正 交 匀 像 滤波 器 上 和 8& 定义 

















8 人 (CD = 六 AD 20) (6.2.6) 
bi(1) = 半 8(600 2) 《6.2.7) 

则 画 数 族 
的 2 82 (6.2.8) 


也 是 空间 以 的 正 交规 范 基 。 
证 明 (2 下 灾 夫 的 多 大 表达 形式 是 


8 人 ”2 | =1 (6.2.9) 














为 9 (一 2 有 7) 1 .是正 交规 范 基 ,所 以 
《6(D0 80- 21)》= 二 三 18(oy Pezwdw 





1 2) 2 


_ 1 1 机 


2m 所 2 加 


























1pralL 芝 |> 2 
= 二 | o 吉 三 |8 人 (2 3 站 | = 和 
从 和 而 可 得 (6.2.9) 式 。 
对 (6.2.6) 式 和 (6.2.7) 式 两 边 取 傅 立 叶 变 换 ,得 
仿 :(o) = 如 (2m)B(ow) (6.2.10) 
Do) = CG(2o)6(o) (6.2.11) 
于 是 ,由 (6.2. 10) 式 有 
| /四 十 2m7 | 
区 并 | 区 (2 
-1 包 ?| faxZ2 + 
= 入 之 如 号 + 可 | 外 宛 ) 
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zt 1 


三 


= 支 | 驴 人 | 
+ 全 + 可 

-= 去 | 台 史 | + 到 | 二 全 + 
这 就 是 说 [外 ,278)| sz 是 正 交规 范 基 。 同 理 , 也 可 以 证 明 |%，(- 1) | ssz 是 正 交 规 
范 基 。 上 面 用 到 了 A,g 的 正 交 性 ， 





“2 二 2 到 ] | 


人 
(2 + 十 2ap| 








世 1 
三 了 


pw 


2 





7 











， 
-1 








IRCo)P+lao+ni=2 或 |cG(o)P+ |e(wo+T)P =2 
仿照 上 述 过程 ,可 以 证 明 :如 1 及 -2 和 本 sz 与 18 人 -2 ez 正 交 ,好 
《200 一 2》=0 《6.2.12) 
意味 着 
1 过 1@+2m00 .1(+2mg 
了 之 有 (和 20 (=0 (6.2.13) 


将 (6.2. 10) 式 和 (6.2.11) 式 代 人 上 式 左边 ,并 利用 Ag 之 间 的 正 交 性 
(o)G fo) + 旦 (@+T)G (wo+T) =0 
可 以 证 明 (6. 2. 13) 式 成 立 , 所 以 18. -2028) fcz 与 189-20201vexz 王 交 。 
为 证 明 函 数 族 { 多 (278 940-278)jxcz 与 19 人 -28) iez 生 成 相同 的 空间 , 必 
须 证 明 :对 任何 ef 刘 ,总 存在 交 术 和 ec(K) ,使 得 


二 二 


> a( 有 60 一 2) = 六 下 (天 8 一 2) 二 > ce( 有 8 (一 2 
人 


4 2 


(6.2.14) 
为 此 ,对 上 式 两 边 取 傅立叶 变换 ,得 
， 4 人 (2o)b(o) = Bo) 信 (o) +CO0 ob(o) (5.2.15) 


将 (6.2.10) 式 和 (6.2.11) 式 代 人 上 式 ,并 利用 C(o) =e“ 妨 (o+T) ,可 以 验证 :车 


BC20o) = 去 [4zw) 字 (22o) + 4(2j@ + 在) 下 (20 + 人) ] (6.2.16) 


CC209o)》 = 二 (2m)G"(2o) +4(2o +T)G (2 + 可 ) 《6.2.17) 
2 


则 (6. 2. 15) 式 成 立 。 证 毕 。 

令 %=6, 则 定理 6.4 证 明了 多 分 辩 率 分 解 的 空间 分 解 关系 式 (6. 2. 1) 式 ;如 令 w =9, 则 定 
理 6.4 证 明了 小 波 包 分 解 的 空间 分 解 关系 式 (6. 2.4) 式 , 面 且 还 指出 jw wx( 切 jz 是 下 的 正 
交规 范 基 。 其 中 必 表 示 尺 度 为 2 ,nm 为 小 波 包 参 数 ,为 平移 参数 。 用 芭 wx( 纹 可 以 对 信号 在 
=24# 附近 的 振动 情况 按 尺 度 2 进行 分 析 。 

在 图 6. 2 所 式 的 小 波 包 分 析 二 又 树 中 , 贺 括 号 内 的 第 一 个 参数 为 尺度 (分辩 率 ) 参 数 六 第 
二 个 参数 为 小 波 包 (频率 ) 参 数 n。 在 每 一 节点 处 ,函数 族 jms(t) ez 构成 屎 的 正 交 规范 基 。 

小 波 包 分 析 与 多 分 辩 率 分 析 的 不 同 之 处 就 在 于 :不 仅 要 对 尺度 函数 空间 风 进行 分 解 , 同 
时 也 要 对 小 让 函 数 空间 多 进行 分 解 。 在 图 6. 2 所 示 的 小 波 包 二 叉 树 分 解 结构 中 , 圆 括 弧 内 第 
二 个 参数 为 1 对 应 着 小 波 函 数 空间 下, 如果 不 继续 分 解 下 去 ,就 是 多 分 辩 率 分 析 ,继续 分 解 下 

103 
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去 就 是 小 波 包 分 析 。 
要 实现 对 小 波 两 数 空间 杷 , 的 分 解 ,将 (6. 2. 4) 式 反复 选 代 就 得 到 
下 = 由 = La 四 丈 4 
= 太 图 下 四 大 四 Un 


= 1 四 1 力图 克 


= 克昌 大田 国庆 人 (6.2.18] 
这 种 号 空间 分 解 的 任意 子 空间 序列 表达 式 为 
本 3 12 0 (6.2.19) 


在 对 信和 号 进行 小 波 包 分 析 时 , 若 在 尺度 2 道 近 信号 , 则 二 叉 树 的 树 根 为 尺度 空间 多 。 反 
复 使 用 (6. 2.4) 式 就 得 到 小 波 包 分 析 时 的 空间 分 解 表达 式 
下 = 殉 = 下 忆 
= 太 2 四 中国 开 :四 到 ， 


= 于 国 忆 的 …… 四 环 了 3 


= 下 ,四 中 四 …… 国 罗 (6.2.20) 
这 种 太 空间 分 解 的 任意 子 空间 序列 表达 式 为 
人 012p7 -01 2 一 1 (6.2.21) 





其 中 ,+7 表示 尺 麻 为 交 ”,n 为 小 波 包 参 数 表示 分 解 的 级 次 ,所 以 j 也 表示 节点 在 二 又 树 中 
的 深度 。 与 各 节点 对 应 的 空间 友 ,, 的 正 交 基 为 12 - 革 z (2 -00208 -有 ja 
如 果树 根 与 页 相 联系 ,那么 ,空间 分 能 表达 式 为 
由 = 中 = 大 四 中 
= 玉田 大 四 下 昌 磷 


= 中 四 下 四 扑克 


= 太 四 丰田 … 四 史 ” (6.2.22) 
这 时 矶 空间 分 解 的 任意 子 空间 序列 表达 趟 为 
要 这 01 及 =0,1…) 2 -上 〈6. 2.23) 
与 之 对 应 的 正 交 基 为 
2 (2 和 -有 =01Jn =0,1. ,27 1 渤 E2Z (6.2.24) 





上 列 两 式 中 既 表 示 尺 度 为 六 , 又 表示 节点 在 二 叉 树 中 的 深度 ,mn 为 小 波 包 参数 。 图 6. 2 为 3 . 














级 小 波 包 分 解 的 二 叉 树 ,如 二 叉 树 中 的 任何 节点 记 为 Ci,m)》 ,与 各 节点 对 应 的 正 交 基 为 12 - 刀 由 
(2 全 下) eza 
如 站 和 8 是 支 集 长 度 为 W 的 有 限 冲击 响应 正 交 镜 像 泪 波 器 ,那么 ,由 和 少 的 支 集 长 度 为 (W - 
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了 而且, 所 有 心 的 支 集 长 度 均 为 ( 闪 ~1)。 所 以 , 正 交 基 中 每 个 函 数 的 支 集 长 度 均 为 (六 -1)。 
也 就 是 说 ,小 波 包 分 解 的 时 域 局 部 化 与 小 波 包 参 数 无 关 。 下 面 的 例子 说 明了 小 波 包 分 解 
的 频 域 局 部 化 。 
例 6.2 Shannon 小 波 包 。 
Shannon 小 波 包 由 理想 低 通 滤波 器 A 和 理想 高 通 滤波 器 8 生成 ,它们 的 傅立叶 变换 分 别 为 
Fo) = 位， 中 E[-m2+28mym/2 +24T] 
0， 其 他 














cto) = 位 ， oo E [2 +24T,3m/2 +25ir] 
0， 其 他 
尺度 函数 的 博 立 叶 变 换 是 
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戎 (和 ) 
ED) o (有 卫 ) 
号 (到 本 (有 瑟 ) 于 玩 
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砚 人 5) 
22222222 
到 (P) 厂 瑟 
态 砚 本 三 三 砚 
(b) 
《 丙 
太 (VD) 局 《机 
EN 2 
砚 号 到 

















(Ce) 


图 6.5 《9) 页 的 子 带 基 分 解 ， (页 的 多 分 辩 率 分 解 ， 
5e) 页 的 任意 小 波 包 分 解 
由 定理 6. 4, 在 逐 级 分 解 的 过 程 中 ,每 次 用 1 2w) 和 G(2ow) 相 乘 实 际 上 是 将 频率 支 集 划分 尖 
两 部 分 ,图 6. 5(a) 表 示 在 正 频率 [0,T] 区 间 被 逐 级 细 分 的 过 程 , 称 为 子 带 基 分 和解。 粗略 地 说 ， 
第 1 级 将 夯 = 姐 分 解 为 胡 和 , 它 们 各 占 珊 频带 的 172; 第 2 级 将 友和 太 分 解 为 公有 
105 














小 波 分 析 及 其 应 














和 到 , 殉 , 它 们 各 占 记 频带 的 1/4; 依 次 类 推 ,第 7 级 将 抽 分 解 为 2 个 子 空间 | 太 各 =0,1，-， 
2 -1 ,它们 各 占 态 频 带 的 1/2。 更 仔细 地 分 析 应 该 看 到 召 ( 2ro ) 不 总 是 起 低 通 滤波 的 作用 ， 
这 是 由 于 伸缩 , 旁 瓣 被 引入 区 间 [0,m] 。 

对 其 他 类 型 的 小 波 包 , 频 域 的 划分 与 Shannon 小 变 包 类 似 。 只 不 过 疡 和 如 不 是 理想 低 通 滤 
波 器 和 理想 高 通 滤波 器 , 相 邻 频带 的 划分 多 少 有 些 重 伍 而 已 。 而 且 , 由 于 旁 辩 的 作用 , 频 域 的 划 
分 要 比 时 域 的 划分 复杂 得 多 ,不 能 简单 地 认为 在 同一 尺度 级 次 上 , 按 小 波 包 参 数 的 大 小 从 左 到 右 
全 次 排列 的 节点 所 对 应 的 小 波 包 函 数 的 中 心 频率 是 从 小 到 大 依次 排列 的 。 为 了 得 到 频率 从 小 到 
大 的 依次 排列 ,应 将 小 波 包 参 数 转换 为 另 一 个 节点 参数 , 较 详 细 的 讨论 可 参阅 文献 [3] 。 另 外 , 频 
域 的 划分 显然 与 时 间 平移 参数 无 关 , 时 间 平 移 参 数 只 是 将 人 窗口 平移 以 禾 盖 整 个 时 间 轴 。 

子 带 基 分 解 并 不 是 小 波 包 分 解 的 惟一 选择 ,多 分 辩 率 分 解 的 频率 划分 如 图 6. 5(b》 阴影 区 
间 所 示 ,这 些 区 间 的 并 集 正 好 覆盖 了 力 的 整个 频带 [0,r] ,可 见 多 分 辩 率 分 解 只 不 过 是 小 波 
包 分 解 的 一 种 特殊 选择 方式 。 也 可 以 按 6. 5(c) 所 示 方 式 进行 分 解 ,阴影 区 间 的 并 集 也 正好 柳 
盖 了 只 的 整个 频带 。 


6.2.2 小 波 包 基 


小 波 包 分 解 实际 上 是 在 时 间 - 频 率 平面 的 频率 轴 上 逐 级 一 分 为 二 的 过 程 ,而 对 信号 不 同时 
间 区 间 的 分 析 是 通过 基 画 数 的 平移 实现 的 ,频率 轴 的 划分 在 时 间 轴 上 是 一 致 平移 的 。 

如 果 要 达到 提高 频 域 局 部 化 的 目的 ,应 在 多 的 频带 内 处 处 细 分 ,这 实际 上 是 选择 第 / 级 
子 空 间 的 基 的 集合 来 作为 矶 的 一 组 更 精细 的 基 

2 2a (2 -iD 2 -1 入 E2 (6.2.25) 
如 图 6. 5(a) 所 示 , 其 中 =3。 但 这 并 不 是 惟一 的 选择 ,例如 多 分 辨 率 分 析 就 是 另 一 种 可 行 的 
选择 ,如 图 6. 5(b) 所 示 。 实 际 上 ,还 有 刚好 覆盖 凡 整个 频带 的 其 他 选择 方式 ,如 图 6.5(e) 所 
示 。 这 些 选择 既 没 委 失 信息 ,又 不 存在 信息 宛 余 。 

小 波 包 分 析 时 , 基 的 选择 的 多 种 可 能 性 也 可 从 可 容许 树 结构 来 理解 。 可 容许 树 的 每 一 个 
节点 要 人 么 有 零 个 子 节点 ,要 么 有 两 个 子 节点 。 定 理 6.4 指出 可 容许 树 中 没有 子 节点 的 所 有 蔬 
点 的 基 的 并 集 是 根 节点 的 基 。 图 6. 6 为 一 可 容许 树 , 它 与 图 6. 5(c) 相 对 应 , 根 节点 太 的 基 是 
| 有 ,天 ,下 ,下 ,下 ,本 | 的 基 的 并 集 。 

























































































呈 夸 大 玛 


图 6.6 ”小波 包 分 析 可 容许 树 
由 可 鹤 许 树 的 定义 ,很 容易 证 明 如 下 定理 , 它 给 出 了 可 容许 树 的 充分 必要 条 件 。 
定理 6.5 设 达 ,Un)sSE2ZxZ+ 是 邦 分 解 的 子 空 间 , 即 
=, 申 , 克 (6. 2.26) 
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使 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 [ww2 (n+1)A2 ) (Pa)s3 是 区 间 [0,1) 的 一 个 划分 , 即 


CatYT)M2) = [0,1) (6.2.27) 


且 这 些 子 区 间 两 两 不 相交 。 

那么 ,到 底 有 多 少 种 可 能 的 可 容许 树 呢 ? 或 者 说 ,小 波 包 巷 到 底 有 多 少 种 可 能 的 选择 呢 ? 
下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 

定理 6.6 假若 小 波 包 分 解 的 深度 为 7, 那么 可 容许 树 的 数目 5 满足 


2 二 二 2 和 2 《6.2.28) 
对 长 度 为 六 的 离散 信号 ,分 解 深度 最 多 为 了 = lng:N, 所 以 
252 二 再 二 2 训 (6.2.29) 


对 己 (R) 也 同样 存在 多 种 频率 轴 的 划分 方式 ,而 选择 了 某 一 种 方式 就 意味 着 选择 了 相应 
的 基 , 下 面 给 出 小 波 包 基 的 定义 。 

定义 6. 3 小 波 包 基 : 从 小 波 包 库 1u%.sx(D eszasz* 中 选取 的 能 构成 亚 ( 灵 ) 的 一 组 正 交 
规范 基 称 为 严 ( 尺 ) 的 一 个 小 波 包 基 。 

当 园 定 症 = 工时 ,zs 人 (1 jasznei 实 际 上 就 是 jWs( 昌 ]res, 它 正 是 声 (8) 的 正 交 小 让 
基 。 所 以 ,小 波 包 基 是 小 波 基 的 推广 形式 。 


由 于 
开 (R) = 全 四 允 四 了 相国 了 四 本 四 本。 四 …… 
= 四 到 > 国 取 -国耻 四 天 
= 四 必 四 下 四 下 四 天 
由 (6.2.4) 式 ,有 
于 = 下 四 天 
到 = 1 全 下 = 下 的 天 四 天国 王 
所 以 ,可 得 


忆 (R) = 四 玖 如 =01.2，… (6.2.30) 
也 就 是 说 ,对 于 某 一 园 定 的 尺度 2 ,je( 菇 革 = 才 EZ=0,1;2，…| 是 巴 (R) 的 一 个 小 波 
包 基 , 称 为 回 定 尺度 的 小 波 包 基 , 或 子 带 基 。 由 于 尺度 固定 ,时 - 频 窗 是 固定 的 ,所 以 用 固定 尺 
度 的 小 波 包 基 分 析 信号 类 似 于 窗口 傅立叶 变换 。 
对 已 (有 ) 小 波 包 基 的 充分 必要 条 件 , 有 如 下 定理 。 
定理 6.7 对 于 SSZx2 12 wu(2 二 -有 1ooesrsz 构 成 下 ( 形 ) 的 小 波 包 基 的 充分 必 
要 条 件 是 [2 ,(a+1)72) (六 ma) < 3 是 区 间 [0,1) 的 一 个 划分 。 


6.2.3 小 波 包 分 析 算 法 
对 于 正 交 小 波 包 分 析 , 其 算法 非常 类 似 于 正 交 小 波 分 析 的 Mallat 算法 。 


。 由于 wss(D sz 是 空间 区 的 正 交规 范 基 , 所 以 信号 .所 在 太 的 投影 上 (+) 可 表示 为 
六 (= 写本 wa 全 (6.2.31) 
起 (有 ) 一 《成 目 丁 se(》 《6.2.32) 
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称 中。(t) 为 小 波 包 系数 。 























do 由 : az ps | 
ao 4 Ga Ga 由 ds as | 由 | 


图 6.7 小 波 包 分 析 Mailat 算法 栅 形 图 
因为 太 可 以 分 解 为 下 3 和 [ 启 记 的 直 和 , 太 = 四 玖 ,县 大 和 玉 六 的 正 交 规范 基 
分 别 是 fusianct( 归 jsz 和 usaasltb|esz。 由 二 尺度 方程 (6. 1.4) 式 和 (6.1.5) 式 可 得 
地 ran = 六 帮 ( 人 一 28)2wi( 划 
5 
ac 区 = 六 有 人 一 28)at( 的 
令 有 0D =A - 门 ,ED =8( -站 ,并 将 上 列 两 式 两 边 与 / 求 内 积 ,有 
Gram(8) = > 天 (2 一 站 加 (站 (6.2.33) 
nano(E) = > 本 2 一 站 二 (站 (6.2.34) 
5 
它们 就 是 小 波 包 分 解 Mallat 算法 的 表达 式 ,如 图 6.7 所 示 。 
类 亿 的 ,还 可 导出 小 波 包 重 构 算 法 的 表达 式 如 下 
双 s(E)》 = 二 (下 -20doa(D + > BC-20doooti 人 有 (6.2.35) 
5 








6.3 最 优 基 移 择 


既然 小 波 包 基 有 多 种 可 能 的 选择 ,那么 到 底 应 该 如 何 来 选择 小 波 包 基 呢 ? 选择 了 一 种 小 
波 包 基 ,实际 上 就 是 选择 了 一 种 信号 的 描述 方式 ,当然 希望 选择 一 种 最 有 效 的 描述 方式 。 小 波 
变换 是 一 种 有 效 的 方法 ,因为 它 将 信号 的 能 量 集中 在 少数 幅度 较 大 的 小 波 系数 上 。 如 选择 一 
个 适当 的 阐 值 ,将 小 于 阔 值 的 小 波 系数 置 为 0, 只 保留 那些 大 于 或 等 于 阔 值 的 小 波 系数 用 来 通 
近 原始 信号 ,逼近 误差 比较 小 。 这 种 通 近 与 信 导 的 性 质 有 关 , 是 -- 种 非 线性 盘 近 。 所 以 ,* 效 
率 " 高 意味 着 非 线性 逼近 误差 小 。 小 波 包 基 具 有 更 大 的 选择 范围 ,而 且 它 在 频率 域内 做 了 更 
精致 的 细 分 ,具有 更 好 的 自 适应 性 ,所 以 效率 更 高 , 非 线性 逼近 误差 更 小 。 


6.3.1 花费 函数 


8. 工 节 将 比较 详细 地 讨论 花费 函数 的 定义 ,并 指出 花费 函数 度量 了 非 线性 逼近 的 均 方 误 
差 ,使 花费 函数 最 小 的 小 波 包 基 就 是 效率 最 高 的 , 称 为 最 优 小 波 包 基 。 显 然 ,花费 函数 应 该 具 
有 非 负 性 和 可 加 性 。 

定义 6.4 设 序列 @= | 因 } 是 信号 护 :) 在 某 一 基 下 的 系数 , 若 存在 非 负 连续 函数 凡 , 使 得 
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cn = Ya(| 四 Dek0) = 0, 则 称 C 为 扩 5) 的 一 个 花费 函数 。 


常用 的 花费 函数 主要 包括 以 下 几 种 : 
(1) 令 
(2 = 本 (6.3.1) 
这 时 C(0P 就 是 系数 集 4 中 绝对 值 大 于 阔 值 了 的 系数 的 个 数 。 
《2)Shannon 箭 
CCA) =- > dlog( 必 ) 《6.3.2) 
且 约 定 0log0 =0。 上 式 是 非 归 一 化 的 Shannon 坑 。 如 令 
可 = 各 (6.3.3) 
则 一 化 的 Shannon 粒 定 义 为 
CUF) =- 守 Palogp 【6.3.4) 
(3) 能 量 对 数 
CCP) = 之 !og(d) 
上 生 约定 jog0 =0。 
《4) 对 >1 ,定义 
CU() = 过 |a ”= jz (6.3.5) 
这 时 ,C(. 记 反映 的 是 系数 集 工 的 “长 度 "。 
6.3.2 ”最 优 拓 


最 优 小 波 包 基 是 使 花费 殉 数 最 小 的 基 。 
定义 6.5 设 实 序列 4= jd 是 态 虽 在 态 中 的 投影 系数 ,8 是 从 小 波 库 中 选取 的 态 的 一 
个 正 交 小 波 包 基 ,Bd 是 了 在 基 刀 下 的 系数 , 苦 
CEBd) = miniC(Bd), Be Bl 《6.3.6) 


则 称 是 了 的 最 优 基 , 其 中 已 表示 态 的 所 有 小 波 包 基 。 
对 两 个 正 交 空间 的 正 交规 范 基 忠 和 久 ,花费 函数 在 如 下 意义 下 是 可 加 的 
C(B 相 LUB) =CCPB) CCB8I) 《6.3.7) 
在 小 波 包 二 叉 树 中 ,每 一 节点 对 应 一 个 空间 太 , 其 对 应 的 正 交 基 记 为 疏 。 该 节点 被 分 解 
为 位 于 子 节点 上 的 两 个 正 交 子 空间 





中 玖 
殉 的 最 优 基 0 是 态 所 有 基 中 使 花费 最 小 的 那 一 个 。 下 述 定理 给 出 了 没 着 树枝 自 下 而 上 寻 
找 最 优 基 的 一 种 选 代 算 法 [3] 。 
定理 6.8 设 C 是 一 个 可 加 的 花费 函数 , 则 
or - 人 侣 8 ， 著 CUORD + CO ) < CC 有 5) (63 8) 
怠 ， 车 CO00) + CO ) CUB) 
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根据 这 个 定理 ,寻找 最 优 基 的 大 代 算 法 如 下 : 设 矿 为 树 根 ,) 表示 树 的 深度 ,最 大 深度 为 
J 了 2>0。 若 J=0, 则 不 进行 分 解 ,所 以 此 时 最 优 基 为 扩 = 三 的 基 。 








































































































了 2 
11 12 ]3 14 
1 | 2 了 | 5 | 吾 了 | 8 
(a) 
50 
20 22 
1 了 2 3 14 
1 | 2! 3 人 5 人 6 了 8 
《hb) 
32《35S0) 
10(20) 227 
3(C11) 3 了 (12)》 11(13) 
工 2 3 | 人 ] | 6 
《Ce) 
32(50) 
10(20) 攀 5 
3f(11) 7(12) | 11(13) 
《d) 


图 6.8 《8) 轴 的 小 波 包 二 又 树 及 花费 函数 ， (b) 标 记 所 有 最 底层 节点 ， 
《e) 标 记 所 有 花费 函数 最 小 的 节点 ， “(d) 选 取 最 优 基 ， 
当 了 >0 时 , 按 以 下 步骤 进行 ; 
《在 树 的 底部 ,每 一 个 以, 不 再 分 解 成 子 空间 ,因此 权 ,y 的 惟一 可 用 的 基 就 是 最 优 基 ， 
即 :02y = Bye 
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(2)7j/1m=0,1… 2 -1, 按 定理 6.8, 逐 级 选 代 计算 如 下 
10 太田 00 ， 着 CO + CUO) < CCDB 
| 有 苦 C0000) + CO ) CUB 

《3) 将 态 逐 级 分 解 为 正 交 子 空 间 0 的 直 和 ,直到 分 解 式 中 只 有 子 空 间 矿 ,而 没有 0 。 

例 6.3 图 6.8(a) 是 J=3 的 小 波 包 二 又 树 ,各 节点 的 花费 函数 列 写 于 所 有 节点 处 。 

(1) 在 最 深 级 次 的 所 有 节点 处 作 标记 (本 例 为 星 号 ) ,如 图 6.8(b)。 

(2) 求 两 个 子 节点 花费 函数 之 和 ,如 小 于 父 节点 的 花费 函数 , 则 将 该 和 值 同时 列 写 在 父 节 
点 ,否则 ,在 父 节 点 作 星 号 标记 ,这 样 一 直 作 到 树 根 节点 ,如 图 6. 8(c) 。 

《3) 从 上 到 下 选取 有 星 导 标记 的 节点 ,如 父 节 点 有 标记 , 则 不 再 往 下 选取 , 这样 选取 到 最 
底层 。 选 中 节点 所 对 应 的 子 空间 的 直 和 就 构成 m 的 最 优 基 正 交 分 解 ,而 这 些 子 空间 的 基 的 并 
集 就 是 最 优 基 ,如 涪 6. 8(d) 阴影 所 示 。 

例 6.4 图 6.9(a) 为 原始 信号 ,图 6.9(b) 为 其 幅度 谱 。 图 6.9(b) 的 横 轴 为 归 一 化 数字 
频率 ,1.0 对 应 奈 硅 斯 特 频 率 闵 ( 即 1/2 采样 频率 ) ,可 以 明显 地 看 到 原始 信号 包含 两 个 正 芝 分 


堪 , 其 频率 分 别 为 0. 09 上 和 0.95/.。 
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图 6. 10 小波 包 树 及 节点 (1,1) 的 小 波 包 系数 
用 Matlab 小 波 工 具 箱 中 的 函数 wpdec 对 信号 进行 小 波 包 分 解 ,如 图 6. 10 所 未。 丽 数 wp- 
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dee 返回 小 波 包 分 解 的 树 状 结构 , 它 是 一 个 图 形 用 户 界 面 ,在 节点 处 点 击 即 可 得 到 相应 节点 系 
数 的 波形 。 原 始 信号 有 1 000 个 样本 ,节点 (1.1) 则 有 500 个 样本 。 可 以 用 两 数 wpcoef 得 到 树 
状 结构 中 任意 一 个 节点 的 系数 值 , 图 6.11 画 出 了 图 6. 10 树 状 结构 在 节点 (3,0) 和 (3.7) 的 系 
数值 波形 ,它们 的 样本 数 均 为 125。 


摧 相 有 | | 












































0 让 4 6 20 100 0 
(a)》 
0.2 一 
0 上 | 
+ J 
-01 | 
26 20 40 6 8 100 120 


《b) 
图 6.11 《a) 节 点 (3,0) 的 小 波 包 系数 ,(b) 节 点 (3,7) 的 小 波 包 系 数 


6.4 图 像 小 波 包 


6.4.1 小 波 包 四 叉 树 


图 像 多 分 辩 率 分 析 将 原始 图 像 分 解 成 低频 逼近 图 像 和 水 平 .垂直 、 斜 角 3 个 细节 图 像 , 再 
进一步 逐 级 将 低频 通 近 图 像 分 解 成 4 个 图 像 。 图 像 小 波 包 分 析 除 了 分 解 低频 逼近 图 像 外 ,也 
要 分 解 高 频 细节 网 像 ,这 种 分 解 过 程 表示 为 一 个 完整 的 四 叉 树 , 如 图 6. 12 所 示 。 


(00) 












































图 6. 12 图 像 小 波 包 四 叉 树 
又 树 的 每 个 节点 都 对 应 一 个 可 分 离 的 二 维 函 数 空间 ,以 研 * 表示 之 ， 
录 ” = 还 因 以 (6.4.1) 
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其 中 ,友和 巡 为 一 维 小 波 包 函 数 空间 为 尺度 参数 ,p 和 4 为 小 波 包 参数 。 芝 "的 正 交规 范 
基 表 示 为 
芭 史 (xy7)》 = 本 wa)aom(7) 7 E Zip9 ET 《6.4.2) 
其 中 呈 和 普 分 别 表示 沿 横向 * 和 纵向 y 的 空间 平移 参数 。 ， 
一 维 小 波 包 函 数 空间 可 分 解 成 
刀 = 克 四 四 和 下- 四 区 《6.4.3) 
代 人 (6.4.1), 有 
区 = 国人 (6.4.4) 
也 就 是 说 ,一 个 二 维 函 数 空间 分 解 成 四 个 正 交 子 空间 的 直 和 。 
图 6. 12 是 Matlab 小 波 工 具 箱 图 像 小 波 包 四 又 树 的 表示 方法 , 圆 括号 内 的 第 1 个 参数 表示 





























尺度 ,第 2 个 参数 为 小 波 包 参数 。 
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图 6.13 图像 小 波 包 分 解 
6.4.2 图 像 小 波 包 分 析 算 法 
从 二 维 小 波 包 基 的 可 分 离 性 及 一 维 小 波 包 分 析 算法 可 推出 图 像 小 波 包 分 解 算法 

















三 (nm) = 出 匹克 2n)2m) 《6.4.5) 
和 (mm) = 地 页 区 (2m,2m)》 (6.4.6) 
(Pi) = 二?x 区 风 2n,2m) (6.4.7) 
(mm = 光 和 区 (2n2m) 《6.4.8) 
图 像 小 波 包 分 解 算法 如 图 6. 13 所 示 。 











图 像 小 波 包 重 构 算 法 为 
四 (mm)》 = 和 水 而 丰 ( 严 , 阵 ) 十 0 六 g( 于 ,ma) 十 


(nm) + 匮 站 seg(nm) (6.4.9) 


其 中 , 吕 光 表示 对 离散 坎 近 图 像 忱 沁 按 行 和 列 揪 苓 ,其 余 类 推 。 图 像 小 波 包 重 构 算法 如 图 
6. 14 所 示 。 














6.4.3 最 优 图 像 小 波 包 分 析 
在 深度 为 了 的 完全 小 波 包 四 叉 树 中 ,小 波 包 基 的 个 数 吾 ; 满足 
24 二 有 2 溃 (6.4.10) 
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故 ” 一 ] 村 HL 

















ar 一 [2 


上 
， 如 ”一 | | 六 | 
了 
wo 
图 6.14 区 像 小 波 包 重 相 
对 有 站 xN 个 像素 的 图 像 , 小 波 包 四 又 树 的 深度 最 多 为 jog:m, 因 此 小 波 包 基 的 个 数 满足 


2 和 二 BilogsN<2 失 和 (6.4.11) 
与 一 维 情况 类 似 , 定 义 花费 函数 来 度量 不 同 小 波 包 基 的 效率 ,信号 能 重 聚 集 在 少量 小 波 包 系 数 
上 的 程度 越 高 , 则 效率 越 高 ,因为 这 些小 波 包 系数 足以 充分 刻 男 信号 的 内 在 性 质 。 在 用 同样 数 
量 的 系数 逼近 信号 时 ,效率 越 高 的 小 波 包 基 , 遥 近 的 误差 越 小 。 关 于 好 基 的 比较 ,有 与 定理 6. 
8 类 做 的 定理 。 四 叉 树 中 任 一 节点 对 应 的 函数 空间 为 相 ” , 它 的 基 为 到 *。 对 信号 彤 用 0 表 
示 玉 ” 的 最 优 基 。 由 (6.4.4) 式 ,下 "可 分 解 成 4 个 子 空间 , 即 房 * 可 分 解 成 4 个 子 基 的 并 集 。 

定理 6.9 设 C 是 一 个 可 加 的 花费 函数 ,如 果 
CH819) < CUROR) CORPORP) CCPOR2) +CCPORT2) 


| 并 


Ce 













































































则 
人 
否则 - 
0 = 0 U OO U OU ON 
也 就 是 说 ,在 图 像 小 波 包 分 析 四 叉 树 结构 中 ,如 父 节点 的 花费 函数 小 于 4 个 子 节点 花费 两 
数 之 和 ,那么 父 节 点 的 基 是 比 4 个 子 节点 基 的 并 集 更 好 的 基 ; 和 否则 ,4 个 子 节点 基 的 并 集 是 比 
父 节点 基 更 好 的 基 。 按 照 这 一 定理 ,也 可 沿 着 树枝 自 下 而 上 寻找 最 优 基 : 
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小 波 奇异 性 检测 


生生 六 匠 逢 天 于 生 7 乒 芝 下 放下 所 生生 区 计生 克 入 和 谍 汪 下 和 式 尖 入 区 下 入 近世 列 入 于 天 拓 大 玻 济 科 沌 2 


信和 号 中 不 规则 的 突变 部 分 往往 
故障 诊断 (特别 是 机 械 故 障 诊 断 ) 上 
测 在 故障 诊断 中 有 着 
了 重要 的 特征 信息 ,所 











东 有 十 分 重要 的 信息 , 它 是 信和 叶 重 要 的 特征 之 一 。 璧 如 ,在 
PP ,故障 通常 表现 为 输出 信号 发 生 罕 变 ,因而 对 突变 点 的 检 
E 常 重要 的 意义 。 对 图 像 信 号 而 吉 ,剧烈 变化 的 部 分 如 边缘 和 轮廓 携带 
以 对 图 像 信号 中 边缘 和 轮廓 的 检测 在 图 像 数 据 正 缩 ,模式 识别 和 机 器 视 



































觉 等 领域 都 有 着 非常 重要 的 意义 。 长 期 以 来 ,傅立叶 变换 是 研究 丽 数 奇异 性 的 主要 工具 ,其 方 
法 是 研究 函 数 在 傅立叶 变换 域 的 衰减 以 推断 函数 是 否 具有 奇异 性 及 奇异 性 的 大 小 。 但 傅立叶 


变换 缺乏 空间 局 部 性 ， 
置 及 分 布 情况 。 由 于 4 








它 只 能 确定 一 个 函数 奇异 性 的 整体 性 质 , 而 难以 确定 奇异 点 在 空间 的 位 
\ 波 变 钦 具有 空间 局 部 性 , 它 能 “ 育 焦 "于 信号 的 局 部 结构 ,因此 ,利用 小 














波 变 换 来 确定 信号 的 奇异 性 位 置 更 加 有 效 。Lipsehitz 指数 被 用 来 定量 描述 函数 的 奇异 性 。 当 
信 度 越 来 越 精 细 时 ,小波 变换 模 的 极 大 值 将 收 伍 于 信号 的 奇异 点 ,其 衰减 速度 取决 于 信和 号 在 奇 
异 点 的 Lipschitz 指数 。 所 以 小 波 变换 不 仅 可 以 确定 奇异 发 生 的 时 间 , 而 且 可 以 进一步 判断 奇 


异 的 性 质 。 





7-1 奇异 性 检测 的 基本 原理 


通常 情况 下 ,信号 奇异 性 分 两 种 情况 :一 种 是 信号 在 某 一 时 刻 , 其 幅 值 发 生 突变 ,引起 信号 


的 非 连续 , 幅 值 突 


变 处 称 为 第 一 种 类 型 的 间 





类 点 ; 另 一 种 是 信号 外 观 上 很 光滑 , 幅 值 没有 突变 ， 


但 是 信号 的 一 阶 导 数 有 突变 发 生 , 一 阶 导数 不 连续 , 称 为 第 二 种 类 型 的 间断 点 。 


所 谓 尺 度 实际 上 是 计算 售 号 变化 的 范 














。 在 图 像 处 理 中 , 边缘 和 轮廓 的 检测 都 是 和 一 定 





的 尺度 相 联 系 的 。 例 如 通过 卫星 图 片 检测 陆地 和 海洋 的 分 界线 ,尺度 就 比较 大 ;而 检测 一 个 大 


型 水 库 时 尺度 就 上 
性 是 一 致 的 。 由 了 





较 小 。 也 就 是 说 ,奇异 性 





检测 都 是 和 一 定 的 尺度 相 联系 的 ,这 与 人 的 视觉 特 


于 小 波 变换 固有 的 “变焦 "特性 ,所 以 非常 适宜 于 图 像 的 多 尺度 边缘 检测 。 本 


节 讨 论 一 维 信号 的 奇 蜡 性 检测 ,然后 将 结果 直接 排 广 到 二 维 情况 。 
7.1.1 ”Lipschitz 指数 与 奇异 性 
定义 4. 1 说 明 Lipschitz 指数 可 以 来 度量 函数 的 正则 性 ,如 函数 了 在 5 的 邻 域 内 是 一 至 
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Lipschitz w > 普 的 , 则 /在 该 邻 域内 必然 是 严 次 连续 可 微 的 。 也 就 是 说 ,如 c > 工 ,那么 矿 至少 是 
可 微 的 。 

如 一 个 函数 在 5 点 不 可 微 , 则 说 它 在 5 点 是 奇异 的 。 现 在 将 Lipschitz 指数 引申 到 0<a 
<1, 书 以 度量 函数 的 奇异 性 。 如 函数 /在 5 的 邻 域内 是 普 =[oj 次 连续 可 微 的 , 则 (4. 2.6) 式 
中 的 多 项 式 就 是 了 在 的 咱 -1 次 泰勒 展开 式 。 当 在 训 奇异 时 ,多 项 式 已 5) = 成 ) ,于 是 定 
区 4 1 引伸 为 如 于 定义 。 

定义 7.1 令 0<sa<1, 如 存在 一 个 常数 C, 使 

Vie 玉 ,| 抱 站 -天 和 | 县 C 一 二 人 《7.1.1) 

成 立 , 则 称 了 在 点 5 是 Lipschitza 的 。 如 对 所 有 的 be [a,5] 和 一 个 与 和 无 关 的 常数 C, 使 得 
(7.1.1) 成 立 , 则 称 了 在 区 间 [a, 纪 是 一 致 Lipschitza 的 。a 的 上 愉 值 称 为 Lipsehitz 奇异 性 。 

不 难 星 解 ,如 .7 在 点 % 可 微 , 则 其 Lipschitz 指数 至 少 为 1。 和 粕 略 地 说 ,如 a=1, 则 (7.11) 


式 可 改写 为 | 各 3 <C, 当 ! 趋 近 于 加 时 ,不 等 式 的 左面 实际 上 就 是 /在 避 点 的 一 阶 导 


数 /5) , 取 C> Ap)|, 则 (7.1.1) 式 成 立 。 

如 /在 点 和 不 连续 但 在 pm 的 领域 有 界 ,或 者 说 它 在 be 有 有 限 妈 度 , 则 其 Lipsehitz 指数 为 
0。 当 c=0 时 ,(7. 生 1) 式 成 为 |Ko) -am) | 三 C, 左 面 最 多 等 于 /在 名 点 的 跃 度 , 取 C 等 于 或 
大 于 既 度 , 则 (7.1. 1) 式 成 立 。 

还 可 以 将 Lipsehitz 指数 推广 到 为 负数 的 情况 :如 /的 原画 数 在 5 点 的 Lipschitz 指数 为 e， 
则 /在 该 点 的 Lipschitz 指数 为 e- 1。 例 如 8( -加 ) 的 原 函 数 为 一 单位 阶 牙 , 它 在 5 的 Lipschi- 
区 指数 为 0, 故 860- 加) 在 5 点 的 Lipschitz 指数 为 -1。 现 在 可 以 清楚 地 看 到 ,Lipschitz 指数 确 
实 能 在 更 一 般 的 意义 下 定量 地 措 述 函 数 的 奇异 性 。 


7.1.2 ”多 尺度 微分 算 子 


为 了 能 用 小 波 变 换 准 确 检测 信号 奇异 点 的 位 置 ,希望 小 波 有 小 的 支 集 , 即 希望 小 波 在 时 域 
快速 衰减 ,这 意味 着 对 任意 剖 减 指数 严 <w, 存 在 C。 ,使 得 
Cn 
工 二 人 
在 1.5 节 曾 指出 , 若 小 波 有 天 阶 消失 失 , 则 它 与 直到 天 -1 次 的 多 项 式 正 交 ,如 函数 在握 
点 足够 正则 ,那么 小 波 变换 将 取决 于 函数 的 天 阶 导数 。 下 述 定理 明确 指出 ,小 波 变换 确实 相 
当 于 一 个 微分 算 子 。 
定理 7. 1[3] ”快速 衰减 的 小 波 攻 具有 天 阶 消失 矩 , 当 且 仅 当 存 在 快速 衰减 的 郑 数 9, 使 











VE 玉 ， | 亿 ( 旨 | (7.1.2) 





得 
她 (=( -0 由 e0) (7.1.3) 

从 而 
(0 = ds8)() (7.14) 


其 中 ,8(0 =s 8( -ws)。 而 且 y 具有 不 超过 天 阶 的 消失 矩 当 且 仅 当 9 (0)diz0。 
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《7.1.4) 式 意味 着 小 波 变换 等 于 用 和 .( 间 平滑 信号 后 求 天 阶 导数 ,所 以 它 相 当 于 一 个 多 尺 
度 微分 算 子 。 式 中 的 小 波 变 忆 为 通常 使 用 的 相关 型 小 波 变换 ,而 且 本 章 都 假定 小 波 是 实 的 , 即 


WH(s -三 [And( 三 9 -= /sx 丰 (0) 《7.1.5) 


3 
其 中 ,se 有 R* 为 尺度 参数 ,Le 及 为 平移 参数 ,办 (7) =s ur( -rs)。 
由 于 6 的 积分 不 等 于 零 ,所 以 它 是 一 个 平滑 丽 数 。 例 如 高 斯 函数 就 是 一 个 经 常用 到 的 平 
滑 函 数 ,其 数学 表达 式 为 








- 工 。 
8 人 万 
其 中 ,常数 1/v 万 是 使 ”6(5)9: = 1。 高 斯 函数 的 工 阶 导数 和 2 阶 导数 分 别 为 





下 
“01 -2P)e2 


过 

宙 
上 列 两 式 中 的 常数 项 是 使 其 范 数 等 于 1 ,网 7. 1 为 关 和 六 的 波形 ,它们 是 在 信号 奇异 性 检测 
中 经 常 使 用 的 小 波 。 


0.8 
0.6 


出 






































图 7.2 《a 扎 DC 入 (有 卫 sd 配 天 s 
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大 多 数 多 尺度 边缘 检测 器 都 是 在 不 同 的 尺度 平滑 信 导 ,然后 由 其 工 阶 或 2 阶 导数 检测 锐 变 
点 。 所 以 边缘 检测 可 以 通过 小 波 变换 来 实现 。 在 平滑 函数 为 高 斯 函数 的 情况 下 ,2 阶 导 数 过 零 
点 检测 等 价 于 Marr 的 边缘 检测 法 ,而 1 阶 导数 估 值 虐 检 测 等 价 于 Canny 的 边缘 检测 法 图 7.2 
表示 出 用 凤 和 好 检测 边缘 的 过 程 , (a) 为 具有 边缘 的 信号 , 它 被 高 斯 平滑 后 示 于 (b) ,(c) 和 (d) 
分 别 为 用 风 和 好 所 向 出 的 小 波 变换 机 As 昌 和 了 瑟 扎 s,0) 的 波形 ,对 所 *,6) 的 极 值 点 和 配 灵 s， 
站 的 过 零点 检测 出 边缘 的 位 置 。 瑟 所 s,t) 的 过 零点 是 .P* & (1) 的 税 点 。1 阶 导数 极 值 点 检测 和 2 
阶 导数 过 零点 检测 虽然 有 相似 之 处 ,但 前 者 却 具 有 某 些 突出 的 优点 -F* &.( 太 的 的 点 可 能 是 其 1 
阶 导数 绝对 值 的 极 大 值 点 ,也 可 能 是 其 1 阶 导数 绝对 值 的 极 小 值 点 。!1 阶 导 数 绝 对 值 的 极 大 值 
点 反应 了 /* 6 (1) 的 锐 变 ,而 极 小 值 点 却 对 应 着 较 缓慢 的 变化 。 所 以 ,Mallat 提出 了 寻找 
Rs,9) | 的 极 大 值 点 实现 信号 奇异 性 检测 的 方法 。 巾 图 7. 2 可 以 看 到 ,在 尺度 精细 化 的 过 程 
中 ,| 两 sp) 1 和 | 瑟 扰 s,6 | 的 极 大 值 点 都 将 收敛 于 信号 的 奇异 点 。 下 面 将 会 看 到 ,在 尺度 * 一 
0 的 过 程 中 , | KKs,6 | 的 衰减 速度 取决 于 信号 在 奇异 点 的 Lipschitz 指数 , 故 寻 找 工 阶 导数 的 极 
值 点 较 寻 找 2 阶 导 数 过 零点 的 方法 会 获得 更 多 关于 边缘 的 信息 。 


7.1.3 ”小波 变换 度量 正则 性 
假定 9 的 面积 为 1, 由 于 它 具 有 快速 衰减 ,所 以 


limy 2 和 = 
此 对 和 任意 一 个 在 :点 连续 的 函数 户 有 
有 1/* (02) =/ 
如 果 / 在 # 的 邻 域内 是 天 次 连续 可 微 的 , 则 (7. 1.4) 式 意味 着 
ms ee 了 Cs = xs128 (0) =Ae(D) 

如 fsC , 则 | (es01=0(0 2)。 也 就 是 说 ,小 波 变 换 在 细 尺 度 下 的 衰减 速度 取决 于 信号 
的 正则 性 。 当 7 在: 的 邻 域内 不 可 微 , 下 述 定理 进一步 将 小 波 变 换 的 大 减 速度 和 Lipschitz 指数 
联系 起 来 , 它 即 适合 函数 正则 ,也 适合 函数 奇异 的 情况 。 

定理 7.2[3] 设 大 9 E 己 (R) 在 区 间 fe, 昌 是 -一 致 Lipschitz a< 民 的 ,总 存在 4>0 使 得 

V(st ER X[e] | 甫 fs 1 二 4 《7.1.6) 

反之 ,车 有 愉 旦 对 某 一 非 整 数 的 e < 大 ,Rs 满足 上 式 , 则 对 Ve >0 在 [e+e 沁 ~-e] 上 是 
一 : 致 Lipsehitz a 的 。 

(7. 1.6) 式 中 的 小 波 变换 荆 相 关 型 小 波 变 换 。 在 Mallat 早期 关于 奇异 性 检测 的 文章 [6， 
7 了] 中 ,用 的 是 卷 积 型 小 波 变换 ,这 时 (7.1.6) 式 的 右边 修改 为 4" 即 可 。 

上 述 定理 实际 上 是 * 一 0 时 ,| 由 (*,9) | 喜 减 速度 与 Lipsehit 指数 的 关系 ,对 大 凡 度 ， 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 指出 小 波 变换 是 有 办 的 

11 | 

这 时 小 波 变 换 的 模 将 不 受 (7. 1. 6) 式 的 约 东 。 

上 述 定理 是 关于 区 间 Lipschitz 指数 的 ,下 述 定理 则 将 一 点 的 Lipschitz 指数 与 小 波 变换 的 
误 减 速度 联系 起 来 。 

定理 7.3[3] 设 大 De 严 (如 在 bo 点 是 IJipschitzas 天 的 ,总 存在 常数 4 >0 使 得 


Vs ER xx 及 Ps) Is 人 二 | 】 (7.1.7) 
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反之 , 设 非 整数 的 e < 天 , 且 存 在 4 和 w' <ea 使 得 


Vs ER xx 下] Rs 全 Is4eoe 人 1 + | 一 名 








) (7.1.8) 


则 7 在 点 z 是 Lipschitza 的 。 - 
如 攻 是 紧 支 的 , 支 集 为 [ -eye] , 则 > 2%(ws) 的 支 集 为 [ -sevse]。 在 时 间 - 尺 度 平面 上 ， 
当时 间 平 移 量 :满足 





| 一生 | 释 cs 《7.1.9) 
时 ,分 析 小 波 的 支 集 才 包 含 司 点 。(7. 1.9) 式 规定 了 时间- 尺度 平面 上 的 一 个 雏形 区 域 , 称 为 
点 乓 的 影响 锥 。 在 影响 锥 内 ,有 六 一 加 |As 和 ec, 这 时 条 件 (7.1.7) 式 和 (7.1.8) 式 可 与 成 
As | 县 4 《7.1.10) 
因为 幅 值 较 大 的 小 波 系数 落 在 奇异 点 的 影响 锥 内 ,所 以 用 小 波 变换 度量 Lipsehitz 指数 时 ,定理 
7.3 与 定理 7. 2 的 -- 致 Lipsehitz 条 件 完全 相同 。 

上 面 两 个 定理 指出 , 随 着 尺度 越 来 越 精细 ,小波 变换 模 将 时 指数 训 减 ,Lipschitz 指数 越 大 ， 
衰减 越 快 。 这 样 ,就 可 以 由 小 波 变换 模 的 衰减 速度 来 度量 Lipschitz 指数 。 我 们 知道 ,可 以 通过 
频率 趋 于 无 穷 大 时 傅立叶 灾 换 的 侣 减 速度 来 度 址 丽 数 的 正则 性 ,这 与 小 波 变换 是 相通 的 ,因为 
尺度 越 小 意味 着 频率 越 高 。 但 傅立叶 变换 只 能 判断 明 数 的 整体 止 则 性 , 谭 小 波 变换 不 仅 能 并 
基 丽 数 在 其 一 区 间 的 局 部 正则 性 ,而 且 还 能 度量 丽 数 在 其 一 点 的 正则 性 。 当 用 小 波 变换 来 检 
测 信号 的 奇异 性 时 ,不 仅 可 以 判断 奇异 的 性 质 ( 测 出 Lipsehitz 指数 ) ,而 且 还 能 确定 发 生 奇异 
的 时 间 。 

例 7.1 有 一 信号 大 站 在 5 点 出 现 单位 阶 蚂 ,如 图 7.3(a) 所 示 。 用 - 岂 和 彤 对 它 做 小 
波 变换 得 想 护 s 昌 和 瑟 刀 3 从, 令 - 丰 (7) = 天 () = 大 (rAs), 则 小 波 
变换 可 以 解释 为 扰 r) 与 -内 (7 - 蜂 和 几 (r- 蕊 相 乘 之 后 的 面积 , 即 它们 存 >5% 部 分 的 面积 。 
如 图 7.3(b) 所 示 , 琴 瑚 s 昌 在 :=5 点 出 现 极 天 , 极 天 值 到 Kes,) 为 图 中 阴影 部 分 面积 , 它 等 
于 - 凤 正 半 部 分 的 面积 乘 以 "2? ,由 (7.1.6) 式 可 以 判断 信号 在 5 点 的 Lipschitz 指数 e =0。 
设 A 为 好 中 心 到 过 零点 的 长 度 , 配 .Xs,o 则 在 上 =5 +sA 处 出 现 极 小 和 极 大 。 图 7.3(e) 表 示 
5= 加 一 缀 的 情况 ,这 时 瑟 厌 s, 蚊 现 极 大 值 , 它 等 于 好 中 心 到 A 部 分 的 面积 乘 以 st2 ,由 此 仍 可 
判断 信号 在 点 的 Fipschitz 指数 =0。 当 * 一 0 时 ,| 瑟 .As,i) | 的 极 大 值 点 部 将 收 伍 于 信号 
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的 奇异 点 。 

如 信号 为 所 D) =8(4-5), 则 其 小 波 变换 果 (*,9) = 几 人 -4)。 用 -如 做 小 波 变换 时 ， 
1 配 扎 s,9 | 会 出 现 两 个 极 大 值 ,而 用 好 做 小 波 变换 时 , | 瑟 妃 s,6) | 会 出 现 3 个 极 大 值 , 且 它 
们 的 幅度 均 与 * “成 正比 , 故 信号 在 加 点 的 Lipschite 指数 e = - 1。 而 且 当 :一 0 时 ,小 波 变换 
异 极 大 都 将 收敛 于 信号 的 奇异 点 。 





7.2 奇 措 性 检测 


本 节 讨 论 信号 扳 立 奇异 性 检测 , 它 包含 两 点 :寻找 小 波 变 换 模 极 大 在 细 尺 度 时 收 倒 的 坐标 
以 确定 奇异 发 生 的 时 间 ;通过 小 波 变 换 模 极 大 的 衰减 计算 Lipsehitz 指数 ,判断 奇异 的 性 质 。 小 
波 变换 模 极 大 意味 着 小 波 变换 对 时 间 平 移 量 的 偏 导数 等 于 0。 
如 小 波 具 有 ! 阶 消失 扼 , 那 么 小 波 变换 模 极 大 就 是 信和 号 被 平滑 后 的 1 阶 导数 的 模 极 大 ,这 
时 小 波 变换 模 极 大 可 用 来 确定 一 维 信号 的 不 连续 点 (如 变 点 ) 或 图 像 的 边缘 。 那 么 ,其 他 性 质 
的 奇异 点 如 何 呢 ? 


定理 7. 4[3] 设 少 是 紧 支 的 C* 琢 数 , 且 # = (- Dsbm ,三 8(D)dz0。 设 /en[w， 


四 ] ,如 存在 so >0, 以 致 s [ab 及 s<a 时 | 申 (s,9 | 没有 局 部 极 大 , 则 对 任意 =。 >0, 函 数 / 在 
[ae 一 e+e] 上 是 -- 致 Lipschitz 天 的 。 

些 定理 意 际 着 :如 信号 /在 避 点 奇异 (Lipschitz 指数 小 于 1) , 则 必然 在 m 的 邻 域内 会 出 现 
小 波 变换 模 极 大 序列 ,它们 在 细 尺 麻 下 收敛 于 am。 

在 时 间 -尺度 平面 上 将 这 些 模 极 大 值 点 连接 起 来 得 到 模 极 大 线 ,但 在 奇异 点 两 侧 可 能 会 
出 现 多 条 模 极 大 线 ( 与 所 使 用 的 小 波 有 关 ) ,在 细 尺 诬 下 这 些 模 极 大 线 收 敛 点 的 坐标 就 是 奇异 
发 生 的 时 刻 ( 或 位 置 ) 。 在 收敛 的 过 程 中 , 模 极 大 线 有 可 能 中 断 , 也 就 是 说 在 某 些 尺度 时 ,奇异 
点 附近 没有 模 极 大 。 可 以 证 明 [3] : 当 平 滑 函 数 9 是 高 斯 函数 时 , 模 极 大 线 总 是 连续 的 。 此 
外 ,定理 7.4 也 并 不 保证 出 现 模 极 大 线 的 点 就 一 定 是 奇异 点 ,实际 情况 也 确实 是 这 样 。 所 以 在 
出 现 模 极 大 线 的 情况 下 ,应 进一步 计算 Lipschitz 指数 ,从 而 判断 该 点 是 否 奇 异 ; 如 该 点 确实 是 
奇异 点 , 则 可 用 Lipschitz 指数 衡量 该 点 奇异 的 性 质 。 

对 (7.1.6) 式 两 边 取 对 数 ,得 

log: | 隔 (s, 间 slogs4+(a+172)logss (7.2.1) 

由 上 式 可 以 看 到 ,小 波 变换 模 的 极 大 值 是 随 尺度 * 而 变化 的 ,如 按 对 数 到 值 ,log, | 了 (s ,| 与 
logzs 具有 线性 关系 ,它们 之 间 的 比例 系数 (直线 的 斜率 ) 即 为 Lipschitz 指数 。 

例 7.2 ”用 高 斯 两 数 的 1 阶 导数 做 连续 小 波 变换 ,检测 信 生 的 奇异 性 。 
图 7.4(a) 为 刻 始 信号 。 取 尺度 1<s 生 32 做 连续 小 波 变换 ,图 7.4(b) 为 *= 32 时 的 小 波 
变换 值 ,可 以 明显 地 看 到 出 现 了 4 个 模 极 大 值 点 。 为 了 确定 奇异 点 的 位 置 ,应 找 出 模 极 大 线 ， 
如 图 7.4(c) 所 示 。 在 na =245 和 mnm=372 附近 , 模 极 大 值 点 基本 与 尺度 无 关 ( 由 于 计算 误 盗 . 模 
极 大 值 点 存在 一 定 扰动 ) 。 而 在 ”=718 附近 则 出 现 了 两 条 模 极 大 线 , 当 尺度 变 得 越 来 越 精细 
时 ,这 两 条 模 极 大 线 越 来 越 党 近 ”=718 ,这 是 因为 信号 在 该 处 近似 于 一 个 尖 脉 章 ,又 使 用 了 具 
有 双 峰 的 小 波 ,所 以 出 现 了 两 条 模 极 大 线 。 因 此 在 利用 小 波 变换 作 奇 异性 检测 时 ,应 根据 对 奇 
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异性 的 先 验 知识 和 经 验 选用 适当 的 小 波 ,对 变化 剧烈 的 奇异 应 选用 支撑 宽度 座 的 小 波 , 而 对 变 
化 较 平 缓 的 奇异 可 选用 支撑 宽度 宽 的 小 波 。 如 对 奇异 性 没有 任何 先 验 知识 和 经 验 , 则 应 反复 
试验 并 进行 理论 分 析 以 确定 合适 的 小 波 。 
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图 7.4 《〈a) 信 导 ,(b) 小 波 变换 ,(e) 模 极 大 线 

为 了 进一步 确定 奇异 的 性 质 ,应 作出 模 极 大 值 与 尺度 的 对 数 关系 曲线 ,如 图 7.5 所 示 。 图 

中 模 坐 标 为 尺度 1 ss 和 32 时 的 对 数 , 纵 坐标 为 小 波 变换 模 极 大 值 的 对 数 。 正 如 (7. 2. 1) 式 所 
未 , 模 极 大 值 与 尺度 的 对 数 关系 曲 线 是 -~ 条 直线 ,而 直线 的 斜率 就 是 捷 述 奇异 性 的 Lipschiu 指 
数 。 阅 7.5 中 , 邮 线 ! 为 an=245 处 的 对 数 关系 曲线 ,其 Fipsehitz 指数 w = 0. 96。 曲 线 2 为 m = 
372 处 的 对 数 关系 曲线 ,Lipschitz 指数 =0.95。 所 以 mn = 245 和 疡 =372 这 上 电 点 不 是 奇异 点 。 
曲线 3 和 4 均 为 六 =718 处 的 对 数 关系 曲线 ,Lipschitz 指数 = 0. 37。 我 们 知道 ,如 函数 在 某 一 
点 1 阶 可 微 , 则 其 Lipschitz 指数 至 少 等 于 1; 如 在 某 一 点 不 连续 , 则 其 Lipsehitz 指数 等 于 0。 售 
号 在 =718 处 Lipschitz 指数 w =0. 37 ,说 明 信 和 号 在 该 点 不 可 微 但 连续 。 


-1 loglw| 1 
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0 1 寺 本 5 8: 
妊 ?.5 模 极 大 值 与 尺度 的 对 数 关系 曲 
在 实际 应 用 中 ,并 不 存在 纯 数 学 意义 下 的 阶 牙 ,冲击 这 类 奇异 性 ,相反 ,信号 中 有 些 连续 可 
微 的 地 方 却 可 能 含有 重要 的 信息 。 例如 在 周 像 的 边界 处 灰 度 有 很 快 的 变化 ,但 由 于 衍射 作用 ， 
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它 却 不 是 不 连续 的 。 对 于 这 类 物理 现象 ,可 以 建立 如 下 数学 模型 。 
假设 晒 数 关切 在 ma 有 急剧 变化 ,可 以 认为 
由 = 态 ( 旨 有 (人 丘 (7.2.2) 
其 中 六 在 如 有 几 格 数学 意义 下 的 奇异 性 , 它 在 丘 的 邻 域 内 是 一 致 ipschitza 的 ,g。 是 方 益 为 
er 的 高 斯 丽 数 , 即 ， 
一 此 


Be( 昌 - 专 oem| 元 = 


如 小 波 是 高 斯 平滑 函数 
6(D) -iee( 床 ) (7.2.3) 
的 导数 ,省 =( -1) “99 , 则 可 以 证 明 [3] 
LeO1s4e2 人 1 + 四 (7.2.4) 


当 尺度 相对 很 大 即 *>>er 妇 时 ,小 波 变 换 的 模 仍 按 :2 衰减 ,这 时 几 (r) =s 26(rxs) 的 支 集 
远大 于 ge 的 支 集 , 从 大 范围 看 ,信号 仍 是 奇异 的 ， 而 当 尺 度 相对 很 小 即 so/ 有 时 ,信号 却 是 
无 限 可 微 的 ,小 波 变换 的 模 按 失误 减 。 对 上 式 取 对 数 ,有 

log | 了 (so) |<log4+ (e+L2)Jiogss - 人 log(1 +ozBe2) (7.2.5) 























7.3 ”离散 二 进 小 波 变换 的 快速 算法 


士 面 讨论 了 用 连续 小 波 变换 做 奇异 性 检测 。 由 于 二 进 小 波 变 换 未 对 时 间 平 移 参 数 离散 
化 ,具有 时 间 平移 不 变 任 ,也 适宜 于 做 奇异 任 检测。 而 且 离散 二 进 小 波 变换 可 以 通过 @ Treous 
算法 快速 实现 , 它 类 似 于 双 正 交 小 波 变换 中 的 Mallat 算法 。 


7.3.1 二 进 小 波 设计 





在 2.4 节 曾 指出 ,二 进 小 波多 及 其 对 偶 峭 必须 满足 
立信 CuPczw) -1 (7.3.1) 


和 构造 双 正 交 小 波 类 似 ， 仍 从 滤波 器 组 的 设计 着 手 。 没 闻 和 8& 是 一 对 有 限 冲击 响应 滤波 器 , 且 
兹 满足 下 (0) = 的 低 通 滤波 器 ,构造 传 立 叶 变换 满足 


和 yy = 站 本 27o) 工 
$(o) = 了 二 = 万 呆 全)4( 多 ) (7.3.2) 
的 信 度 责 数 。 因 为 如 (0) = ,所 以 $(0) =1。 且 假 定 上 列 无 穷 级 数 收敛 于 一 个 能 量 有 限 函 
数 ,从 而 由 < 已 (R) 。 相应 的 ,小 波 禾 也 由 傅立叶 变换 的 二 尺度 方程 定义 为 
本 国 人 机 
区 (oo) = 志 C( 到 4( 旬 (7.3.3) 
由 于 几 0) =0, 所 以 5C(0) =0,g 是 一 个 高 通 滤波 器 。 
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对 应 的 $ 和 重 构 小 波 几 也 由 重 构 滤 波 器 及 和 8 定义 如 下 
刷 (o) = 玉 人 = 8 人 (人 人 1( 纯 ) (7.3.4) 
Co) =- 坟 ( 介 (人 (7.3.5) 


其 中 ,在 是 一 个 低 通 滤波 器 , g 是 一 个 高 通 滤波 器 。 
需要 强调 的 是 ,这 几 的 由 和 凶 虽然 称 为 尺度 函数 ,但 并 不 一 定 要 求 它们 生成 多 分 辨 分析。 


为 使 多 和 乡 满足 (7. 3. 1) ,滤波 器 给 必须 满足 一 定 条 件 。 下 述 定理 给 出 一 个 充分 条 件 。 
定理 7.5 ” 若 滤波 器 组 满足 


Yo se[-mTT] 间 (o)i(o) +CE(o)cr(o) =2 (7.3.6) 

则 Yaw < 忍 - 10|， 三 人 (2o) 上 (2o) = 1 《7.3.7) 
证 明 由 (7.3.3) 式 和 (7.3.5) 式 可 得 

oo) = 之 人 ( 史 )C[ 史 4( 全 有 (到 
而 由 (7. 3. 6) 式 可 得 
8 六 Co) = 到 [2 -下 (公仆 (号 ( 史 (全 = 人 到 (多 -人 6 
令 1 站 为 正 整 数 ,由 上 式 可 得 

立 feoofrem) = 衬 人 ray8 on -之 人 co 人 oa) 








_ 训 Go) 肌 (20) 亲 (G2to)g， (to) 
当 wx0 时 , 令 2r+o , 则 因 $(0) = 中 (0) =1, 而 wo 时 $(o) 和 训 (o) 均 趋 近 于 0, 可 由 
上 式 得 (7.3.7) 式 。 证 毕 。 
上 述 定 理 中 的 (7. 3. 6) 式 与 双 正 交 小 波 理想 重 构 涉 波 器 的 单位 增益 条 件 (5. 2. 11) 式 完全 
一 样 ,但 不 要 求 去 混 亚 条 件 (3. 2. 103 式 ,因为 二 进 小 波 变换 未 在 时 域 采样 。 不 难 理解 , 正 交 小 
波 和 双 正 交 小 波 都 是 二 进 小 波 。 为 构造 紧 支 二 进 小 波 ,要 求 滤波 器 是 有 限 冲 击 响应 的 ,也 可 用 


5. 4 节 类 似 的 方法 设计 六 和 无 ,但 并 不 要 求 满足 (5.2. 23) 式 。 
7.3.2 样 条 二 进 小 波 
与 设计 样 条 双 正 交 小 波 类 似 , 如 取 由 为 严 次 样 条 函数 ,其 傅立叶 变换 


























学 fsinf(e2)》 
(wo) = 和 (2 ) (7.3.8) 
那么 
三 (@) = Verew2[eos(ay2)]23 (7.3.9) 


当 严 为 奇数 时 ,se =0, 由 以 1=0 为 对 称 中 心心 以 请 =0 为 对 称 中 心 ; 当 普 为 偶数 时 ,e = 1 由 以 
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7 = 1ZX2 为 对 称 中 心 扣 以 上 = 172 为 对 称 中 心 。 
为 构造 有 ! 阶 消 失 和 矩 的 小 波 ,应 选择 在 @ =0 的 邻 域内 C(o) = O(w) ,例如 





Go)j =-ivV2e2sin(ev2) (7.3.10) 
具 而 有 
二 色 1 一 季 (1L+E)y1sin(o4) 2 
o) = 二 eexp[ 人 2 ) (3.3.11) 


二 进 样 条 小 波 可 解释 为 : 当 普 为 偶数 时 ,将 严 +1 次 样 条 延迟 1, 青 压缩 1/2 后 取 1 阶 导数 的 负 























值得 到 网, 其 中 心 为 /2; 当 问 为 奇数 时 ,直接 将 严 +1 次 样 条 压缩 172 后 取 1 阶 导数 的 负 值得 
到 风 , 这 时 中 心 为 ]M4。 所 以 , 消 的 中 心 位 于 (1 +e) 人 4, 且 关于 中 心 反对 称 。 网 7.6 画 出 了 = 
2 时 的 样 条 小 波及 相应 的 尺度 阔 数 。 
0.8 0.8 
0.6 0.7 
0.4 0.6 
0.2 0.5 
0 0.4 
-0.2 0.3 
一 0.4 D.2 
-0.6 0.1 
0.8 用 
-0.5 人 0.5 工 1 .5 =-1 人 1 2 
(a) fb) 


图 7.6 =2(a) 样 条 小 波 ,(b) 尺 度 画 数 
为 设计 对 偶 样 条 函数 中 和 峭 , 取 记 (@) = 好 (ww) ,从 而 由 (7. 3.6) 式 得 


Co) =- 2 Ho) - -ieeasin(w2) 立 feos(aw[2)]> (7.3.12) 
各 


G (wo) 
当 mm 为 栖 数 时 , 令 严 =24 -1, 则 有 
二 
Re) = eolo2) -次 斌 (条 je (7.3.13) 
4 
所 以 
AD = 交 ( 全 ， 一天 二 吕 二 + (7.3.14) 


当 m 为 偶数 时 , 令 症 =24, 风 有 
Mo) = .ee[eos(ov2)]2 -= 族人 和 je (7.3.15) 
所 以 
80 = 浴 ( 全 1 )， -8snsk+l (7.3.16) 


一 天 十 1 
表 7.1 列 出 了 天 =2 时 的 滤波 器 组 。 
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表 7.1 严 =2 时 的 二 进 样 条 滤波 器 组 












































玫 AN 和 AGE BAvD | 区 2 
-2 -0. 031 到 
-1 | o.125 | 0125 -05 |-0.21875 
0 | 0375 | 0375 0.5 | -0.6875 
1 | 0375 | 0375 0.6875 

| 2 |] onp5 | op5 0.218 75 
3 | 0.031 25 


7.3.3 haTrous 算法 


相关 型 一 进 小 波 变换 定义 为 








(220 =222 太 Hang -Djdr， Fe (7.3.17) 
令 乃 (7) = 册 ( -r) , 册 () =272%(27)》, 则 相关 型 二 进 小 波 变换 也 可 写成 卷 积 形式 
本 (200 = rs 帮 (D， Js 了 (7.3.18) 
离散 二 进 小 波 变换 定义 为 对 时 间 平 移 量 采样 ,假定 采样 间 耻 为 1, 即 := =”, 则 有 
二 (mn) = 村 (2n) = Fr 罗 ( 旨 |-。 《7.3.19) 


这 里 的 省 (=) 形 式 上 有 些 类 似 平 交 多 分 辨 分析 中 的 离散 细节 信号 ,但 仔细 比较 可 以 看 出 ,离散 
二 进 小 波 变换 在 任何 尺度 下 都 是 同样 的 采样 间隔 。 同 样 定义 
(ma = 六 由 ( 虽 | (7.3.20) 
其 中 ,向 (7) = 由 ( -了 ) ,由 (7) =2-72(2-r)。 
采样 定理 告诉 我 们 ,时 域 采 样 意味 着 频 域 重复 后 肆 加 , 令 2(w) 和 (ww) 分 别 表示 四 (m) 
和 由 (=) 的 传 立 叶 变 换 , 则 由 (7. 3. 20) 式 可 得 
人 (wo) = 二 7 + 24m) 中 (ao +28m) (7.3.21》 


其 中 ,和 (o) =2726 (2i) 为 向 (7) 的 傅立叶 变换 。 由 (7. 3. 2) 式 有 
2 [2(o+2hm》] = 百 [20(o +28m)]2002 和 [2(w +2kmr)] 
当 jP1 时 , 研 2”(w+28m)] = 召 (2 oo) ,上 式 可 写成 
负 (@+28m) = 百人 2) 有 (w+t28m) 
将 它 代 人 (7. 3.21) 式 可 得 
总 (ao)》 = 末 (2mo) 三 /Co +28m) 和 (wo +28m) = 百 (oo)G (wo) 


令 鼠 (@) = 所 2o) , 则 由 上 式 得 Go) = 下 Co)5(o) ,其 傅立叶 反 变 换 为 
api(m) = 矶 yar(m) 《7.3.22) 








类 似 的 , 令 G(o) =C(2w) ,有 
di(n) = 画 *wr(m) (7.3.23) 
上 列 两 式 便 是 离散 二 进 小 波 变换 的 分 解 算法 , 称 为 atous 算法 。 其 中 沁 (n) = 万 ( -由 忒 Cn = 
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避 ( -z)。 由 于 总 (o) 是 疡 (mn) 的 傅立叶 变换 , 故 太 (fa) 是 将 in) 播 入 2 -1 个 零点 的 结 水, 邯 
站 27) = 2 E2 














天 (mn) = (7.3.24) 
全 0” ”他 
3 [ AD 1 
0.3 上 
0.25 
0 
人 0.15 
of (3) 
0.05 
96 2 玫 吾 8 10 ]2 14 
图 7 了 7 砚 (n) =2 
如 图 7.7 所 示 。 同 理 ,Gi(w) 是 怠 (n) 的 傅立叶 变换 , 故 
TB(27) ma = 2 庆 E 了 7 3 25 
(9 -| 0， 其 他 (7325) 





由 条 件 (7.3.6) ,有 
疡 (@o) 和 (oa(o) + Go)G(o)i(o) = 26(o) 


而 (7. 3. 22) 式 和 (7. 3. 23) 式 意味 着 vi(o) = 全 (o)5(ou) Go) =Gr (oja(o) ,将 它们 
代入 上 式 得 


Bio) = 去 [ 忆 (ou(o) + 区 (wduCa)] 
取 其 传 立 叶 反 变换 得 离散 二 进 小 波 变换 的 重 构 算 法 


(Cn) = 到 son) + 区 本 En] (7.3.26)》 
假定 原始 信和 号 为 we(n) , 则 可 以 把 它 分 解 成 
[jialssroj] 《7.3.27) 





也 能 从 它们 重 构 co(z) 。 邵 (Co) 和 已 (o) 是 如 (wo) 和 G(w) 向 低频 方向 移动 的 结果 ,所 以 离散 
二 进 小 波 变换 系数 1d | s<y 刻 画 了 信号 在 不 同 尺度 时 的 剧烈 变化 ,而 则 保留 了 大 尺度 下 的 
低频 信息 - 

离散 二 进 小 波 变 换 快 速算 法 与 正 交 和 双 正 交 多 分 辩 分 析 的 Mallat 算法 确 有 相似 之 处 ,但 
区 别 也 是 很 明显 的 ,离散 二 进 小 波 分 解 算法 中 不 容许 抽取 偶数 样本 ,否则 会 委 失 信息 , 重 构 算 
法 中 也 不 必 捅 零 。 此 外 ,a mous 算法 中 的 分 解 和 重 构 让 波 器 随 着 尺度 变化 要 巾 胀 和 压缩 。 订 
以 用 正 交 和 双 正 交 滤波 器 组 实现 a trous 算法 ,这 时 显然 有 信息 宛 余 ,但 正 因为 如 此 , 才 保 证 了 
奇异 点 检测 的 准确 性 。 

离散 二 进 小 波 变换 可 理解 为 连续 小 波 变换 在 离散 网 格 * =2 ,: =n 上 的 采样 ,由 (7. 1.6) 式 














得 
| 了 (2 | 过 4(02)“912 (7.3.28) 
根据 (7. 3, 19 ) 式 的 定义 ,上 式 又 可 写成 
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1@(a) |<4(0207 (7.3.29) 
将 七 式 两 边 取 对 数 有 
log 1d(n) | <logz4+ (ae+1Z2 记 《7.3.30) 
这 意味 着 离散 二 进 小 波 变换 模 极 大 收敛 于 信号 的 奇异 点 , 模 极 天 值 的 对 数 与 尺 认 / 成 正比 ,从 
比例 系数 可 算出 Lipschitz 指数 。 


中 [| 了 
人 了 人 _ 人 人 人 必 
上 一 rr 一 二 






























































() 二 一 一 一 二 信 4 
上 一 人 一 一 一 人 和 人 一 
上 上 一 人 个 
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 T000 
图 7.8 奇异 性 检测 


{ajan (bye (e)d (gd 中 (中 【有力 
例 7.3 ”用 离散 二 进 小 波 变换 检测 奇异 性 。 
本 例 用 表 7. 1 所 示 滤 波 器 组 实现 快速 离散 二 进 小 波 变 换 。 为 方便 起 见 , 滤 波 器 系数 均 除 以 
他 ,这 相当 于 (7. 3. 27) 式 所 表示 的 一 组 系数 除 以 2 ,这样 (7. 3. 29) 式 和 (7. 3. 30) 式 应 修改 成 
1d(n) | 二 4(20)* (7.3.31) 
log: 1@&(n) | 二 loga4+ dy (7.3.32) 
这 实际 上 相当 于 用 卷 积 型 二 进 小 波 变换 重新 定义 了 w 和 局 。 
网 7.8(a) 为 原始 信号 , 它 在 == 100 和 200 处 出 现 阶 夏 突 变 , 在 300 处 出 现 一 尖 脉 冲 。 图 
了 7 8(b) 为 经 过 4 次 平滑 的 信号 ai(n) , 它 基本 保持 了 信和 号 的 原貌 。 图 7.8(e),(d),(e),( 人 1 
分 别 为 7/= 1,2,3,4 时 的 离散 二 进 小 波 变 换 (n) ,中 Cn) ,di(n) ,dm)》。 可 以 清楚 地 看 到 ,在 
信号 的 奇异 点 处 ,离散 二 进 小 波 变换 的 模 确实 出 现 了 局 部 极 大 值 。 在 发 生 阶 跃 突变 的 地 方 , 模 
的 局 部 杖 大 值 不 随 凡 并 变化 ,Lipscehitz 指数 为 零 。 当 麻 异 性 为 尖 脉 冲 时 ,小 波 变换 呈现 为 小 波 
本 身 的 波形 。 几 于 我 们 使 用 了 图 7. 6 所 示 具 有 双 峰 的 样 条 小 波 ,所 以 小 波 变换 模 的 极 大 值 有 
两 个 ,分 布 在 坐标 为 300 附近 ,日 随 着 尺度 越 来 越 精细 ,两 个 极 大 值 的 位 警 越 来 越 舍 近 。 由 于 
此 时 Tipschitz 指数 为 - 1 , 故 模 的 极 大 值 随 7 增加 而 减 小 。 这 再 一 次 说 明 小 波 变 换 不 仅 可 以 检 
浏 信号 奇异 性 发 生 的 准确 时 间 ,而 且 可 以 进一步 判断 奇异 的 性 质 。 
信和 号 在 ?00,800 和 500 处 的 奇异 性 不 是 严格 意义 下 的 阶 跃 和 冲击 ,这 时 可 以 认为 信号 了 
旦 具有 严格 奇异 性 的 函数 态 和 高 斯 函数 的 卷 积 积分 , 即 
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尼 


7D = .ee 人 (got = -天 -em 天) 


V2ma 
设 小 波 是 某 一 平滑 表 数 的 1 阶 导数 , 则 有 
(20 =2 是 se 有)G 
候 定 
蚊 se 人 一 0 日 守 = 本 二 
采用 卷 积 型 二 进 小 波 变 换 , 则 有 
RD = 了 冲 ( 帮 yb = 本 了 县 人， 了 鸯 (9 = 用 加 人 


由 于 
| 且 几 (Cs 和 48 

所 以 

[BC2| 乏 426 = Ver 
由 上 式 可 以 解释 网 7.6 中 信号 在 700,800 和 500 处 的 小 波 变换 模 极 大 值 随 / 变化 的 情况 。 用 
小 波 变 换 进 行 奇 异性 检测 确实 比 常规 的 方法 能 获得 更 多 的 信息 ,但 用 Lipsehitz 指数 判断 奇异 
的 性 质 还 是 比较 加 难 的 ,需要 并 程 技 术 人 员 把 具体 的 工程 问题 和 理论 分 析 紧密 地 结合 起 来 , 反 
复试 验 , 积 累 经 验 ,这 样 才能 取得 较 好 的 效果 。 

例 7.4 ”一 维 a tuous 算 法 。 

a tuous 算法 和 Mallat 算法 的 主要 区 别 在 于 ;a tuous 分 解 算法 不 需要 抽取 偶数 样本 ,所 以 
于 奇异 检测 时 定位 更 准确 ;相应 的 ,a tuous 重 构 算法 不 需要 插 零 。 

若 信 叶 *(a) 的 持续 时 间 为 0 二 ns 上 -1 ,PR 滤波 器 z(n) 的 非 零 系 数位 于 0<n< -1 
则 输出 7(z) 的 持续 时 间 为 0 生 na 么 上 +& -2。 也 就 是 说 ,长 度 为 六 和 有 的 两 个 有 限 长 序列 
zz(n) 和 x(2) 卷 积 和 的 结果 y(m) 是 一 个 长 度 为 五 + 志 -1 的 有 限 长 序列 。 调 用 信号 处 理工 具 
箱 函 数 conv 实现 两 个 一 维 数组 的 离散 卷 积 ,再 将 结果 两 端 截断 ,得 到 和 输入 信号 长 度 一 致 的 
和 输出, 这样 才能 准确 地 确定 奇异 发 生 的 时 刻 。 本 例 采 用 表 7. 1 的 二 进 样 条 滤波 器 ,程序 如 下 : 

名 装 人 文件 名 为 "euspamax” 的 信号 色 
clear alliload cuspamaxis = cuspamaxilength_of_s = length(s); 
%% 设置 样 条 滤波 器 组 系数 % 
h = sqrt(2) * [0. 125,0.375,0.375,0.125];g=sqrt(2) * [0.5,， -0.5]; 
length_of_h = length(h) ;Ilength_of_g = length(g) ; 
% 设置 分 解 级 数 ,逼近 和 小 波 变换 数组 清 等 % 
J=3;a(1:J+1,1:length_of_s) =0;d(01J+1,1:length_of s) =0; 
锡 第 1 级 分 解 多 
可 =conv(s,h)iwj=conv(s;g)i 
a(1,:) =aj(round( (length_uf_ b+1)72) :length(sj) -floor( (length_of h -1)72)); 
qd(1,:) =j(round((length_of_g+1)72) :length(wj) -floor( (length_of g-1)72)); 
名 第 2 至 J+1 级 分 解 多 
forj =1:J 
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图 7.9 一 维 二 进 小 波 变换 

length_of 可 =2jx (length_ofh -1) +1; 
length_of 可 =2js (lengp_of g-1) +1 
HCl:lengbh_of Ni) =0; 
gji(L:length_of gi) =0; 
formn =1:length_of_h 

是 (2j* (Cn-1) +1) =h(Cn); 
end 
for n =lilength_of_g 

gj(2j* (n-1)+1) =g(n); 
end 
j=eonv(a(j,:) ,二 ); 
Wj =ceonv(a(j,:) ,到 ); 
+1,:) =aj(round((length_of_Nj +D)A2):lengtb(j) -Hoor((length_of 名 -1)]2))3 
+1,0 =Wj(round((length_of gj+1)72) :lenglh( wj) -Hoor( (jength_ot 要-1)Z2)); 


绘制 原始 信号 ,最 后 1 级 逼近 信和 导 和 各 级 小 波 变换 % 


subplot(J+3 ,1,1) ;piotfs) 
subplot(J+3,1,2) ;plot(a(J+1，,:)》 
forj=1:J+1 
snbplot(J+3,1j+2);plot(d(j,:)) 


end 














程序 运行 结果 示 于 图 7. 9, 顶部 为 原始 信号 , 往 下 依次 为 第 4 级 平滑 系数 及 第 1 到 第 4 级 


二 进 小 波 变换 系数 。 
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7.4 图 像 多 尺度 边缘 检测 


物体 的 边缘 表现 为 图 像 局 部 特性 的 下 连续 性 ,如 藉 度 值 的 突变 ,颜色 的 突变 。 边 缘 常 常 意 
了 味 着 一 个 区 域 的 终结 和 另 一 个 区 域 的 开始 。 图 像 边缘 信息 在 图 你 分 析 和 人 的 视觉 中 都 是 十 分 
重要 的 ,是 图 像 识 别 中 提取 图 像 特征 的 一 个 重要 属性 。 图 像 边缘 有 幅度 和 方向 两 个 特性 。 通 
常 ,沿边 缘 走 向 的 幅度 变化 平缓 ,垂直 于 边缘 走向 的 师 度 变化 剧烈 。 此 外 , 因 物 体 大 小 不 一 , 它 
们 的 边缘 也 有 不 同 的 尺度 。Canny 边缘 检测 等 价 于 在 二 维 二 进 小 波 变换 下 检测 模 极 大 ,边缘 
点 的 Lipschitz 正则 性 取决 于 尺度 细 化 过 程 中 模 极 大 的 衰减 速度 。 


7.4.1 二 维 二 进 小 波 变换 


在 二 维 情况 下 ,Canny 边缘 检测 算法 通过 计算 图 像 信 号 所 xz,y) 的 梯度 矢量 


Wr= ( 艺 芭 《7.4 


的 模 的 局 部 极 大 值 来 寻找 图 像 边 缘 的 空间 位 置 。 梯 度 矢量 的 方向 指出 了 图 像 藉 庶 值 变化 最 快 
的 方向 。 

为 了 计算 图 像 信号 的 两 个 偏 导 数 ,需要 两 个 有 方向 性 的 二 维 小 波 ,它们 分 别 是 二 维 平 滑 函 
数 9(x,y) 的 含 导 数 






































术 (zs7) (ay) = -时 (7.4.2) 
(zy) 在 zx- 平面 的 积分 为 1, 且 很 快 地 收 伍 到 零 。 
和 念 
镶 (z:7) = 2717(278277) 内 (zy7) = 2346r(232.227) (7.4.3) 
并 定义 小 波 变换 的 两 个 分 量 
了 25xz7) = (Ke , 蚊 (zi 人 ) =Fr 因 (zy) 
玉 扩 00x0y) = (aeae-) =Fs 检 (zy) (7.4.4) 
其 中 ， 
明 (z7) = 明 (-z 四, 有 (zy) = 邮 ( -二 一念 (7.4.5) 
任意 Fe 瑟 (到 ) 的 二 进 小 波 变 换 定义 为 如 下 通 数 族 
K2 zy) = 并 2xsy) 7215y) is (7.4.6) 


为 确保 二 进 小 波 变换 的 完备 性 和 稳定 性 ,必须 满足 如 下 充分 必要 条 件 :存在 两 个 正常 数 4 
和 下 ,对 Y(os,w) es 尼 -1(0,0)1 使 


4 所 习 Imrtroszal) 下 + |(2s2or) 天 天 有 (7.47) 
其 中 ,办 和 入 分 别 表 示 居 和 好 的 二 维 传 立 叶 变换 。 满 足 上 式 的 gr,g74 称 为 一 进 小 波 ,对 
二 进 小 波 ,存在 重 构 小 波 1 太 "区 全 ,它们 的 傅立叶 变换 满足 
2 让 Carzopjr Cos2o) + 着 Coza)jCasze)1 -1 


(7.4.8) 
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中 





xsy) = 六 223[ (2 xsy) 用 (zsy7) + 开拓 21z7) = 放 7(xyr)] (7.4.9) 


7.4.2 ”多 尺度 边缘 检测 


与 一 维 情况 类 似 , 由 于 1 , 凡 } 是 平滑 函数 8(z,y) 的 1 阶 偏 导数 ,所 以 二 维 二 进 小 波 变换 
的 两 个 分 量 等 价 于 信号 灵 *,7) 被 平滑 后 的 梯度 矢量 的 两 个 分 量 , 即 

















一 
7 Cr GD)Oz:y) 一 
人 = 史 旦 = 28(rs5)(xsy) (7.4.10) 
于 2 人) ET 
梯度 矢量 VCA* 8) (x,y) 的 模 正 比 于 
sy) = V 到:720ey) 下 + 有 扎 二,z 四 下 (7.4.11) 
而 梯度 矢量 与 水 平方 向 的 夹 角 为 
(xy7] ， 如 本 所 2 xy) 0 
ar2a] = 7.4. 12 
人 和 如 'K2sxvy) <0 人 
其 中 ， 
a(s,7) = tan7 瑟 2 (7.4.13) 


且 闵 半 7) 
目 一 进 小 波 变换 实现 多 尺度 边缘 检测 就 是 寻找 兄 (2i,z,y) 的 局 部 极 大 值 ,4K2 zy) 指 
明了 边缘 的 方向 。 除 确定 边缘 的 位 置 和 方向 外 ,还 可 以 用 小 波 变换 的 衰减 速度 判断 边缘 的 奇 
异性 。 对 Lipschitz 指数 0 和 w<1, 如 存在 常数 4 >0, 对 所 有 的 (x,y) < 惨 ,使 得 

[Kxsy) -大 ao) 和 4(|z -加 必 + 一 为 “2 (7.4. 14) 
则 称 函 数 7 在 (xyo) 点 Lipschitz w。 如 对 区 域 (mw,m) sf 内 的 所 有 点 ,都 存在 4>0, 使 上 式 
成 立 , 则 称 函 数 /在 0 内 一 致 Lipschitz e。 与 一 维 情况 的 定理 7. 2 类 做 ,可 以 证 明 : 当 旦 仅 当 存 
在 4>0, 对 所 有 尺度 2 及 区 域 Q 内 的 所 有 点 ,使 得 

LDLxsy) 1 420 (7.4.15) 




















则 7 在 0 内 一 致 Lipschitz a。 
7.4.3 ”快速 多 尺度 边缘 检测 算法 


作 边 缘 检 测 的 二 维 二 进 小 波 可 以 设计 为 一 维 二 进 小 波 的 可 分 积 ,具体 地 说 ,它们 的 傅立叶 
变换 表示 为 








庆 (osoy) = Go[2) 和 (oj2)H(ov2) (7.4.16) 
内 (ooy) = CCe2)8(ov2)$(ov2) (7.4.17) 

其 中 ,$(o) 是 -- 个 低 通 滤波 器 ,而 
CUw) = -ivVZee2sin(ax2) 《7.4.18) 


是 - -个 高 通 数字 滤波 器 。 
为 了 能 用 滤波 器 组 快速 实现 二 维 离散 二 进 小 波 变换 , 与 一 维 情况 -- 样 ,假定 尺度 函数 满足 
如 下 二 尺度 方程 
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) 方 焉 22)》 -上 氏 | 鱼 
5 - 芝 -和光 4 4 
若 选择 尺度 果 数 为 四 次 样 条 , 即 
、 _ 学 sin(a[2)" 。。 10。 当 六 为 奇数 74.20 
(oo) = (0 ,2 全 当 ”为 偶数 ( ) 
则 可 得 
刀 (@) = eeo2[eos(wo/2)]" (7.4.21) 


与 一 维 情况 一 样 ,对 二 进 小 波 变 换 在 所 有 尺度 时 都 均匀 采样 ,假定 采样 间隔 等 于 1, 则 离 
散 小 波 系数 为 


人 (am) = 本 (20nm) Cam) = 本 (20mm) (7.4.22) 
局 样 定义 原始 网 像 信和 呈 
Go(PP) =《 克 wy7) ,下 (xz 一 中 (一 mm))》 (7.4.23) 
和 ,0 时 的 平滑 图 像 信号 
四 (Ra 亚 ) =《 扩 xy) 和 (一 下) 和 (一 本)》 《7.4 24) 
那么 ,二 维 离散 二 进 小 波 变换 的 a trous 算法 表示 为 如 下 离散 卷 积 形式 
st(mmm) = yw 矶 (m 琴 ) (7.4.25) 
国人 (nm) = my&6(nmm) (7.4.26) 
人 nm)》 = 四 BA) (7.4.27》 
其 中 ， 加 
丙 员 (可 ) = 而 (2) 丰 (到 ) (7.4.28) 
百 8(P,m) = 马 (n)5(m) (7.4.29) 
人 (mm) = 6(n) 区 ( 严 ) 《7. 和 30) 
也 就 是 说 ,w,, 是 w 沿 横向 和 纵向 低 通 滤波 的 结果 ,而 必 , 是 w 沿 横向 高 通 滤波 的 结果 , 必 , 是 
9 沿 纵 向 高 通 滤波 的 结果 。 


例 7.5 ”二 绯 a tuous 算 法 。 

设 藉 度 图 像 *(m,m) 为 几 行 x 好 列 和 矩阵, 二 维 数 字 滤波 器 An ,m) 为 内 行 xj4, 列 抵 
阵 ,与 一 维 情况 类 做 ,输出 Xm,mm) 为 (N.+A -1) 行 x(M.+a1 -1) 列 矩阵 。 现 在 用 图 像 处 
理工 具 箱 函数 conv2 实现 灰 庆 图像 *(*, 闫 ) 和 二 维 数字 滤波 器 tn,m) 的 离散 卷 积 , 调 
conv2 时 对 shape 参数 赋 字 符 串 * same” ,得 到 的 输出 图 像 y(n,mm) 与 输入 赂 像 x(n,m) 具有 相 
尊 的 大 小 。 

必须 注意 ,其 度 图 像 经 过 数字 滤波 等 数值 计算 后 ,矩阵 元 素 可 能 出 现 负 值 。 例 如 经 过 高 通 
让 波 ,一 般 部 会 出 现 负 值 ,因为 高 通 滤波 体现 了 灰 度 的 变化 ,如 厌 度 由 瞳 变 亮 时 出 现 正 值 , 则 由 
党 变 暗 时 就 会 出 现 负 值 ,反之 亦 然 。 在 进行 图 像 边缘 检测 时 ,主要 关心 的 是 小 波 变换 的 模 ,所 
以 这 个 例子 也 主要 是 计算 小 波 变换 的 模 。 程 序 如 下 ， 

锁 装 人 文件 名 为 “wharb” 的 索引 图 像 ,并 将 其 转换 为 灰 度 图 像 % 

clear all;load wbarb;I= ind2gray( 有 ,map) ; 

I= imadjust(I,stretchtim(D) ,0 1])，[N,M] = siaze(J) ;subplot(2,2,1) jjmshow(IT) ; 

色 设置 样 条 滤波 器 系数 多 
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h = [0.125,0.375,0.375,0.125];g=[0.5, -0.5] ;idelta =[1,0,0]; 

钨 设置 分 解 级 数 , 通 近 和 x,y 方向 的 二 进 小 波 系数 及 梯度 绝对 值 数组 清 零 狗 
J=2; 

a(1:N,1:M.1:J+1)=0; 

dl:N,1:M,1:J+ti) =0; 

dy(L:N,1:M,1:J+l) =0; 

dl:N,1:M,1:J+l) =0; 


% 第 1 级 分 解 ,显示 第 1 级 分 解 的 边缘 %% 
a(:，:,1) = conv2(h,BTrsame'); 
dx(:，:,1) = cony2(delta,g,1rsame'); 
dy(:，:,1) = cony2(g,delta;I'same') 
x=dxf::1); 
dy(::1)i 
,1) = sqrt(x.22+7.22)3 
I=imadjust( dg( :,:,1) ,stretchlim(d( :,:,1)),[01])3ysubplot(2,2,2) ;imshow(1); 





名 第 2 至 J+1 级 分 解 多 

lb = length(h) ; 

到 =length(g) 

forj=1:J 
hj =2j* (了 -1) +1 
二 =2jx(z-TD +1i 
hj(1:lhj) =0; 
寻 (]1:]gj) = 
for on=1:th 

hj(2js(n-1)+1)=hCn); 

end 








forn=l: 地 
要 (2j*x (nan-~1) +1) =g(n)s 
end 
a(:,:,j+1) =conr2(hj,hj,af:,:,j),'same'); 
dx(:: jj+1) =conv2(delta, 相 ,a(:，: ,isame'); 
dy(:，::j+1) =cony2( 芭 ,dela,a(:，:,j) ,same'); 
x=dx(: :jj+1l); 
y=dy(:，,:j+1); 
d(: :jj+1)=sqr(x22+7 2)i 
1=imadjust(df :，:,j+1) ,stretchiim(d( :，:,j+1)),[O1])3subplot(2.2,j+2)3ims- 
how(D); 
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end 
程序 运行 结果 如 图 7. 10 所 示 , 左 上 角 为 原始 图 像 , 从 右上 角 到 左下 角 , 右 下 角 依 此 为 第 
1 级 小 波 变换 模 显 示 出 图 像 的 边 季 和 纹理 ( 如 头巾 ) ,第 2 和 第 3 级 


要 显示 出 图 娩 的 边缘 ,平滑 掉 了 图 像 细 致 的 纹理 结构 


5 


围 7.10 图 像 二 进 小 波 变换 
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逼近 .去 噪 及 数据 压缩 


| 








按照 通 近 论 的 思想 ,逼近 是 选择 最 能 刻画 信号 固有 性 质 的 正 交 基 ,在 变换 域 用 尽 可 能 少 的 
系数 去 描述 信号 。 信 号 逼近 最 直接 的 应 用 领域 是 数据 压缩 和 去 品 。 选 择 最 能 刻画 信号 国有 性 
质 的 正 交 基 ,实际 上 就 是 选择 了 一 种 描述 方式 ,使 信号 和 噪声 在 最 大 跟 度 上 区 分 开 来 ,从 而 实 
现 噪声 的 滤 除 。 一 般 来 说 ,信号 在 时 间 域 内 有 很 强 的 相关 性 ,图 像 信 号 相 邻 像素 之 间 ,运动 图 
像 相 邻 帧 之 间 都 有 很 强 的 相关 性 , 在 适当 选择 的 正 交 基 下 ,变换 域 系 数 之 他 的 相关 性 大 大 减 
弱 , 这 是 变换 编码 实现 数据 压缩 的 根本 原因 。 


























8.1 逼近 


数值 逼近 试图 选择 适当 的 工交 基 , 对 信号 进行 分 解 ,使 得 只 有 少 重 分 解 系数 有 较 大 幅 值 ， 
从 而 可以 用 它们 去 有 效 地 有 逼 近 信和 号 。 这 时 信号 能 量 聚 集 在 少数 基 矢量 上 , 表 近 误差 体现 为 信 
号 分 布 在 其 余 基 矢 量 上 的 能 量 。 信 和 号 的 逼近 实际 上 就 是 它 在 这 些 基 矢 量 张 成 的 子 空间 上 的 投 
影 。 如 先 验 地 选 定 正 交 基 的 前 对 个 去 各 近 信 和 号 , 称 为 线性 通 近 ,小 波多 分 辩 率 通 近 就 是 一 种 
线性 逼近 。 线性 通 近 的 误差 随 开 增加 而 衰减 的 速记 取决 于 信号 的 正则 性 ,比较 适宜 于 较 平 滑 
信和 号 的 逼近 。 非 线性 各 近 则 根据 分 解 系数 的 幅 信 自 适 应 地 选择 基 矢 量 ,小 波 阔 值 和 近 就 是 一 
种 非 线 性 各 近 ,算法 也 很 简单 ,很 适合 分 段 正 则 信号 的 逼近 。 在 非 线性 逼近 的 基础 上 ,提出 了 
选取 最 优 小 波 包 基 的 准则 和 相应 的 算法 。 


8.1.1 线性 和 近 


一 般 来 说 ,线性 有 逼 近 比 较 简单 , 它 选 择 正 交 基 的 前 寻 个 去 逼近 信号 。 设 妃 = 1gn jsev 是 
THiiber 空间 的 正 交 规范 基 ,m 为 变换 域 指标 ,g。 是 连续 时 间 函 数 或 离散 时 间 序 列 , 任 意 信号 
ye 5 分 解 为 








了 = 三 Vieo)e (8.1.1) 
如 事先 选择 正 交 基 的 f 个 系数 ,例如 选择 正 交 基 的 前 愉 个 系数 去 到 近 信 生 , 即 
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= 号 we (8.1.2) 
则 肖 近 的 均 方 误差 可 用 剩余 系数 的 范 数 表示 
ci00 =- 炎 -AP = 袜 ICFeo (8.13) 
由 于 攻 必 = :251(Aeo)P< +o，* 所 以 随 M 的 增加 ,逼近 误差 逐渐 衰减 到 0, 即 
imer(CM) =0 《8.1.4) 


衰减 速度 取决 于 信号 的 正则 性 。 

对 传 立 叶 分 析 而 言 ,线性 逼近 意味 着 用 较 低频 率 的 正 玉 波 去 通 近 信和 叶 。 傅 立 叶 系数 的 大 
减速 度 取决 于 信号 的 正则 性 ,信号 越 正 则 傅立叶 系数 衰减 越 快 ,对 同样 的 # 通 近 误差 越 小 ;或 
者 说 ,在 给 定 逼 近 误 差 的 条 件 下 ,对 比较 士 则 的 信号 只 需要 用 较 少 的 低频 系数 去 逼近 。 

对 小 波 分 析 而 言 ,线性 各 近 实际 上 就 是 多 分 辨 率 通 近 。 对 任意 fE 书 (R) ,有 


7 了 = 三 三 《大 几 ) 帮 。 (8.15) 
信 生 在 分 办 为 2- 时 的 到 近 实 际 上 就 是 信号 在 六 上 的 投影 ,由 于 
下 四 下 责 > 国 mo 
所 以 通 近 信号 可 写成 
记 = 六 三 woybn = 并 《Per 和 it。 (8.1.6) 


4 


也 就 是 说 , 允 近 信号 是 所 有 较 粗 尺度 上 细节 信号 的 总 和 。 由 上 列 两 式 得 到 盘 近 误差 


ea =Uy-APF- 之 三 ICAw)P 
它 是 所 有 细 尺 度 下 小 波 系数 的 能 量 。 显 然 ,小 波 系数 的 衰减 速度 也 取决 于 信号 的 正则 性 。 对 
正则 性 较 好 的 信号 ,可 以 用 较 大 的 尺度 去 通 近 ,对 正则 性 较 差 的 信号 , 较 精细 尺度 下 的 小 波 系 
数 才 能 刻画 其 小 范围 内 的 快速 变化 , 即 要 用 较 精细 的 尺度 去 逼近 。 这 与 和 傅立叶 匠 近 实质 上 是 
一 致 的 ,增高 的 频率 意味 着 更 精细 的 尺度 。 


838.1.2 天 工 基 


对 具有 某 些 共同 性 质 的 信和 号 的 全 体 , 可 以 用 随机 过 程 信号 模型 来 描述 它们 。 例 如 语音 信 
号 可 以 看 成 高 斯 随机 过 程 。 假 定 信号 可 以 用 零 均 值 随机 过 程 模 型 (an) 来 描述 ,信号 的 一 次 
实现 有 六 个 样本 , 则 随机 矢量 在 正 交 规范 基 |g。 io<w<w_: 下 分 解 为 


















































困 Al 
有 = 闷 《Pieo ysn = 六 亚 (ma (8.1.7) 
其 中 ， 
本 
(看 )》 一 《 丰 8nw》 二 访 8(n)8x (m) (8.1.8) 
是 信号 在 变换 域内 的 分 解 系数 。 


如 只 选择 正 交 基 的 前 W 个 系数 去 通 近 信号, 即 
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Rw = 入 《PE Sn (8.1.9) 
网通 近 的 南方 浊 差 可 用 得 余 系数 的 范 数 表示 
eai( 盾 ) = 吾 | | 到 一 有 下 | = 三 | (PE (8.1.10) 
其 中 ， 加 W- 
到 | (PEs)》 | = 玉 | (有 ,gen》 = E[{ 室 Ptoestm 呈 Ptpeto] 
= 总 六 相 FP (DesCDE (na) = 吕 吕 RnDe(Det 
其 中 ,R(aE) = 书 | PCn) 严 " (1 是 随机 过 程 的 自 相关 第 阵 。 满足 
中 Rob = age(P) 《8.1.11) 


的 正 交 基 称 为 大 基 。 也 就 是 说 有 基 的 每 个 矢量 &。 都 是 自 相 关 矩 阵 的 特征 矢量 ,ax% 为 对 
应 的 特征 值 。 对 开工 基 而 言 , 刀 | |《P,gs》 上 | =ea, 故 线性 台 近 的 均 方 误差 为 


ea -EUA-APL = 交 (8.112) 


不 难 理解 ,如 将 gw 按 特征 值 o* 递减 的 顺序 排列 , 痢 近 误差 最 小 。 

定理 8. 1 当 且 仅 当 |g。}o<nsw-: 是 天 工 基 , 且 特 征 矢 量 按 特 征 值 递减 顺序 排列 时 ,线性 逼 
近 的 均 方 误 盖 最 小 。 

天 开 基 还 有 一 个 上 分 重要 的 性 质 。 显 然 ,内 积 系数 古 ( 严 ) 野 随机 变量 ,对 零 均 值 随机 信号 
天 (n) Fe(mm) 的 均值 为 0。 在 K 7 基 下 ,内 积 系 数 的 互相 关 是 


Al -1 
五 1FeCm)EFE(P)| = 2 支 F(n)8a Cn) 总 瑟 (从 @( 提 】 
-1 AN- 
= 冯 交友 (18o()Ee (7 
LA 1 
= 忘 Ri)8r 人 (REs Cn) = 六 ooBz(n)8a (mn) 
于 是 有 
吾 ! ja(m) 了 (PE = os5(P 一 m) 《8.1.13) 
也 就 是 说 ,在 必 工 基 下 ,信号 在 变换 域内 的 分 解 系数 是 不 相关 的 。 这 是 一 个 十 分 重要 的 结论 。 
例 8.1 车 F(a) 是 一 个 广义 平稳 零 均 值 随机 过 程 , 则 其 自 相关 是 时 间 差 的 函数 , 即 
办 ( 严 才 ) = 殖 | 下 () 正 * (下 = 大 (一直 ) 
如 如 (m) 是 以 w 为 周期 的 , 则 称 为 循环 平稳 过 程 ,(8. 1. 11) 式 是 一 个 循环 卷 积 表达 式 。 而 循环 
卷 积 的 特征 矢量 就 是 离散 博 立 叶 矢 量 
_ /这 jn 
区“ 人 全 外， 
因而 循环 平稳 过 程 的 K 基 正 是 离散 傅立叶 基 , 而 特征 值 


of = RCH) = 吕 koenf= 二 ra) 
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正 是 随机 过 程 的 功率 谱 。 
8.1.3 小 波 阔 值 逼近 


对 正则 信号 , 传 立 叶 各 近 和 小 波 逼 近 具 有 相同 的 效率 。 但 对 有 若干 孤立 奇异 点 的 分 段 正 
则 信号 ,傅立叶 变换 需要 用 大 量 的 高 频 正弦 波 去 蜗 近 信号 的 奇异 点 ,各 近 误差 衰减 的 速度 很 
慢 , 傅 立 叶 分 析 的 效率 很 低 。 而 这 时 只 有 少 基 小 波 系数 幅度 较 大 , 故 可 选择 这 些 幅 度 较 大 的 小 
波 系数 去 台 近 信 叶 ,这 是 一 种 非 线性 逼近 。 

线性 吉 近 是 针对 一 类 信号 事先 选 定 正 交 基 , 从 中 再 选择 W 个 基 矢 量 , 信 号 在 这 1 个 基 矢 
量 张 成 的 子 空间 上 的 正 交 投影 作为 通 近 。 线 性 通 近 与 信号 无 关 , 逼 近 算 子 是 一 个 线性 算 子 。 
非 线性 盘 近 则 是 针对 具体 信号 选取 使 内 积 系数 较 大 的 个 矢量 , 记 六 为 这 彰 个 矢量 的 指标 
集 , 则 信号 /的 非 线性 台 近 为 








六 = 之 Ce ys (8.1.14)》 
逼近 的 均 方 误 差 为 
es = =- 记 下 = 之 1Pgsy (8.1.15) 
它 实际 上 是 残存 在 幅度 较 小 的 内 积 系数 土 的 能 量 。 这 时 指标 集 因 信号 不 同 而 不 同 ,不 能 事先 
选 定 ,所 以 是 非 线性 的 。 非 线性 逼近 依赖 于 具体 信号 的 性 质 ,具有 自 适应 性 。 
选择 幅度 较 大 的 系数 实际 上 是 用 一 个 闭 值 了 去 决定 所 有 内 积 系 数 的 取舍 ,表示 为 


_ [zx， 车 1x1z 了 
et9 = 位 车 12 (8.116) 


于 是 信号 / 的 阀 值 逼近 表示 为 





万 = prCGpeo))en (8.1.17) 


显然 , 阐 值 交 近 的 矢量 指标 集 因 信号 而 异 ,所 以 它 是 一 种 非 线性 逼近 。 
对 正 交 小 波 基 而 言 , 信 号 可 分 解 成 


了 = 三 三 《人 (8.1.18) 
闪 值 逼近 


区 


忆 gr(( 人 os) 机。 (8.1.19) 


它 实际 上 是 保留 那些 幅 雇 大 于 或 等 于 阔 值 的 小 波 系数 ,而 将 幅度 小 于 闭 值 的 小 波 系数 置 为 0。 
因为 小 波 系数 的 幅度 与 信号 的 局 部 奇异 性 有 关 ,所 以 对 只 有 少数 孤立 奇异 点 的 分 段 正 则 信 生 
而 言 ,幅度 大 的 小 波 系数 很 少 , 国 值 明 近 比 线性 扣 近 更 有 效率 。 选 择 大 幅度 的 小 波 系数 意味 着 
在 信号 奇异 点 附近 ,选用 较 精 细 的 尺度 ,而 在 光滑 部 分 , 则 用 较 粗 糙 的 尺度 ,这 等 价 于 在 时 间 - 
尺度 平面 上 构造 了 一 个 与 信号 性 质 自 适 应 的 网 格 ,而 线性 逼近 则 是 在 整个 信号 支 集 保 持 相同 
的 分 辨 率 。 此 外 ,来 值 算法 非常 简单 ,所 以 闭 值 遇 近 在 小 波 分 析 中 获得 了 广泛 应 用 。 


8.1.4 最 优 小 波 包 通 近 
小 波 包 分 析 为 逼近 提供 了 数 景 紫 大 的 可 供 选择 的 正 交 基 , 称 之 为 -- 个 字典 D。 也 其 实 是 
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若 十 可 供 选 择 的 正 交 基 的 并 集 : 
五 =U BR 《8.1.20) 
对 六 维 信号 空间 ,每 一 组 正 交 基 都 册 六 个 矢量 构成 
8 = 8 snsw 《8.1.21) 
在 基 妥 中 的 非 线性 通 近 为 
放 = 二 (gr)Bm (8.1.22) 
ms 
道 近 的 均 方 误 益 为 
es) = 芝 - 几 Ps 过 1》 《8.1.23) 
由 于 二 


选择 适当 的 指标 集 此 使 误差 最 小 的 有 逼近 称 为 在 基 Bf 中 的 最 佳 逼 近 。. 上 面 已 经 讨论 了 在 
一 个 确定 的 基 有 中 的 逼近 。 而 对 于 小 波 包 道 近 来 说 ,还 有 一 个 在 基 字 典 刀 1 中 查找 最 优 基 的 
问题 。 为 此 , 先 要 对 如 何 比较 基 字典 中 两 个 基 的 优 劣 下 一 个 确切 的 定义 。 

定义 8.1 称 久 = 如 sosxs 是 比 开 =) 号 hso<yv 更 好 的 基 , 当 旦 仅 当 对 所 有 的 Nz1 





er(M) 二 op(W) 《8. 1.24) 
上 式 必 须 对 所 有 可 能 的 于 值 成 立 , 才 能 说 下 是 比 媒 更 好 的 基 。 如 存在 Ho 和 1 使 得 
er(MN) < 上 且 e0) > 2 (8.1.25) 


则 不 能 判定 至 * 和 邢 两 者 之 中 蛙 . 一 个 是 较 好 的 基 。 

倘若 要 在 一 个 数量 庞大 的 字典 中 搜寻 最 优 基 , 那 将 是 一 件 十 分 繁杂 的 工作 。 为 些 , 先 引入 
花费 。 在 基 召 * 中 的 化 竟 定 义 为 

CC Bi) = 站 人 ] (8.1.26) 

其 中 ,更 (*) 是 一 个 Schur 冲 函 数 。 花 费 是 对 归 一 化 的 内 积 系数 的 范 数 来 定义 的 ,显然 应 要 求 
中 (0) =0, 也 就 是 说 ,如 某 一 内 积 系 数 等 于 0, 那 么 它 就 没有 花 竟 ;而 且 花费 是 可 加 的 。 下 述 定 
理 进 -- 步 将 花费 和 基 的 优 劣 联系 起 来 

定理 8.2 当 且 仅 当 对 所 有 的 种 函 数 委 (x》 


CA 由 Hee) 上 
宝生 < (和 (8.127) 














则 妇 是 比 瑾 更 好 的 基 。 

这 个 定理 意味 着 ,可 以 用 花费 的 多 少 来 判断 基 的 优 劣 ,用 花费 少 的 基 作 非 线性 和 逼 近 比 花 费 
多 的 基 所 带 来 的 误差 小 。 在 变换 域 中 , 若 大 幅度 内 积 系数 只 集中 在 少量 基 矢 量 g8 上 , 则 花费 
少 , 非 线性 扣 近 误差 小 ,刻画 信号 本 质 特 侯 的 效率 高 。 让 我 们 考虑 两 个 最 极端 的 情况 。 如 信号 
只 需要 一 个 基 矢 量 来 表征 , 即 /= 98t ,其 中 ? 为 一 常数 , 则 C( 广 了 ) = 更 (1) ,这 时 花费 最 少 。 
相反 ,如 信号 需要 所 有 基 矢 量 来 表征 , 且 信 号 能 重 均 匀 地 分 布 在 所 有 基 矢 量 上 , 即 


IOeOP = 册 ， 工 秋 正 和 不 


则 花费 为 C(/, 及) =WG(N …)。 可 以 证 明 [3] :任意 一 组 基 的 花费 都 介 于 上 述 两 种 极端 情况 
之 间 , 即 














囊 (1) 和 CCB) 二 WEGCONTD) (8. 1.28) 
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至 于 具体 的 花费 困 数 形式 ,已 在 6. 3 节 提 及 ,不 肯 獒 述 。 
在 实际 应 用 中 ,往往 只 用 一 个 花费 函数 来 比较 基 的 优 劣 。 定 理 8.2 证 明 :如 柬 是 比 邢 更 
好 的 基 , 则 对 所 有 的 花费 晒 数 ,都 有 
CCPB) 系 C(CPB) (8.1.29) 
如 上 式 仅 对 某 一 个 花费 丽 数 成 立 , 则 不 能 断定 五 肯定 是 比 开 更 好 的 基 。Coifman 和 Wiicker- 
hauser 通过 最 小 化 花费 寻找 字典 忌 中 的 最 好 基 瑟 


CNEB ) = minCGn 有) (8.1.30) 
并 证 明 丸 中 不 存在 比 避 " 更 好 的 基 。 然 而 ,常常 会 有 其 他 的 基 如 盏 ,使 得 
esf) < er 用) 及 cei ) > er(CM) (8.1.31) 


根据 好 基 的 定义 ,不 能 说 有 更 好 ,但 也 不 能 说 盏 更 好 ,能 说 它们 在 (8.1.31) 式 的 意义 下 是 
等 价 的 。 显 然 , 才 一 个 花费 丽 数 最 小 化 花费 的 方法 寻找 最 优 基 在 实际 应 用 中 比较 可 行 , 但 这 样 
得 到 的 最 优 基 取 决 于 花费 丽 数 的 选择 。 关 于 最 优 小 波 包 基 的 搜索 算法 ,6. 3 和 6.4 节 已 作 了 
详细 说 明 ,不 再 痪 述 。 


8.2 去 虽 
8.2.1 对 角 估 计 
设 信号 了 被 加 性 噪声 多 污染 , 则 观测 信号 表示 为 
洗 = 了 用 (8.2.1) 


从 统计 学 的 观点 看 ,去 噪 是 用 实际 上 可 观测 到 的 数据 不 对 信号 的 估计 。 下 面 讨 论 变换 
域内 的 滤波 问题 。 在 正 交 规范 基 召 = tg1lo<n<w_: 下 观测 信和 导 蕊 被 分 解 为 
am) = 户 (mm) + 肌 s(mm) (8.2.2)》 


(可 ) = 《时 Bo 》 记 ( 丰 ) = 《 太 》, 且 smm) =《 且 ,8 (8.2.3) 
假设 允 是 方 盖 为 er" 的 零 均 值 白 噪 声 , 即 
酝 [本 (m) 栈 " (有 )] = ar26(m 一 下) 
则 去 [sm]] =0, 且 


到 歼 p(m)B5(P)] 


-1 AN-L 


训 名 (2)6r( 本 三 有 (四 到"( 榴 ] 


困 
呈 2 (ae&(a) = oa28(p 一 mn) 
也 就 是 说 ,方差 为 的 零 均 值 白 噪声 在 变换 域 的 内 积 系数 仍然 是 方差 为 吧 的 索 均 值 白 噪声 ， 
所 以 白 噪 声 的 能 量 在 变换 域 是 均匀 分 布 的 。 

由 于 在 变换 域内 信号 能 量 集中 在 少量 大 幅 值 内 积 系数 上 ,而 噪声 能 量 在 变换 域 却 是 均 邹 
分 布 的 ,所 以 可 从 一 个 特定 的 (mm) 来 独立 地 估计 户 (mm) ,从 而 得 到 信号 的 估计 


上 


1 
闫 =D1 = >do(Zn(m) )e， (8.2.4) 
人 
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其 中 , 九 称 为 对 角 佑 计算 子 。 因 为 品 声 均值 为 零 , 所 以 当 观 测 信号 为 零 时 , 估计 信号 为 零 显然 
是 合理 的 , 故 mo =0, 因 耐心 (0) =0, 于 是 对 角 估 计 函 数 可 以 表示 为 


全 (和 (mm) ) = em)Xe(mm)， 0 过 下 委 W-1 (8.2.5) 
估计 的 均 方 误差 称 为 风险 , 它 可 以 用 内 积 系数 表示 为 
1 
r(DP = 惠 基 -让 = 六 吾 上 PCm) -ae(m)3(m) 1 (8.2.6) 
和 


线性 估计 假定 信号 能 量 集 中 在 前 好 个 系数 上 ,于 是 当 0 么 严 和 订 -工时 ,选择 w( 严 ) =1, 而 当 半 入 
殉 私 N -工时 ,a(m) =0, 由 (8.2.6) 得 线性 估计 的 风险 为 


1 
r( 有 站 =Wo+ > |(m =Wozte(M) (8.2.7) 
和 


工 式 第 1 项 为 噪声 带 来 的 估计 误差 ,第 2 项 为 线性 和 逼 近 误差 。 寻 越 大 ,线性 逼近 误差 越 小 ,但 
虽 声 带 来 的 估计 误差 越 大 ; 反之,W 越 小 ,噪声 带 来 的 估计 误差 越 小 ,但 线性 通 近 误差 越 大 。 
所 以 应 调整 打 使 这 两 项 具有 相同 数量 级 。 显 然 ,线性 估计 不 是 最 优 的 ,尤其 对 非 正 则 信和 号 更 
是 如 此 。 
假定 信号 和 械 声 不 相关 ,可 推 得 
已 (m) -am)to = Lay -em 六 +oao(my) 
为 了 得 到 风险 最 小 的 对 角 估 计算 子 ,将 上 式 对 ae(mm) 求 导 并 令 其 为 零 得 
am) - (mn 
| 疙 (已 + 
这 个 结果 是 合理 的 : 当 信 噪 比 坊 ( 严 ) je 很 大 时 ,a(m) =1 广 (mm) 的 估计 为 和 (m); 当 信 吧 
比 很 小 时 ,a(mm) =0, 估 计 方 (mm) 为 0; 在 其 他 情况 下 . 则 根据 信 品 比 的 大 小 对 和 (mm) 按 比例 进 
行 衰减 作为 户 ( 普 ) 的 估计 。 将 (8. 2. 8) 式 代入 (8, 2. 6) 式 得 最 小 风险 
六 Com Po 
rar = 之 记 (aET 
在 有 噪声 污染 的 情况 下 ,实际 上 只 能 得 到 观测 信号 , 记 (m) 是 未 知 的 ,所 以 不 能 计算 ae(mm) ,rw 
( 门 只 是 一 个 实际 上 不 能 达到 的 理论 上 的 最 小 风险 。 
Oracle 投影 法 是 一 种 非 线性 估计 , 它 用 嗓 声 电 平 作为 阐 值 ,对 信号 的 内 积 系数 进行 判别 ， 
以 决定 观测 信 呈 内 积 系数 的 取舍, 即 选择 
_ Ji， 着 | 记 (m)1= 
a( 严 ) = { 
0， 著 (站 (mL<c 
这 实际 上 是 对 上 述 最 优 估计 的 一 种 简化 , 当 信 曲 比 大 于 1 时 ,用 到 (mm) 作 为 所 (mm) 的 估计 ,而 
当 信 品 比 小 于 1 时 ,估计 访 (m) 为 0。 由 (8. 2.6) 式 可 得 Oracle 投影 的 估计 风险 为 





《8.2.8) 








《8.2.9) 


《8.2.10) 





Al 
CD = 之 min[ | 态 (mm) 忆 o2] (8.2.11) 
设 下 个 系数 是 信 噪 比 大 于 1, 则 上 式 可 写成 
PP =WHor+ > | 态 ( 四 民 =MWo+e() 《8.2.12) 
Uatn5i ce 
其 中 第 1 项 为 噪声 带 来 的 估计 误差 ,第 2 项 为 非 线性 欢 近 误差 。 为 使 风险 减 小 ,应 找到 信号 的 


稀 琉 表示 ,使 信号 能 量 聚 集 在 少数 系数 上 .这样 财 很 小 且 e( M) 也 比较 小 。 在 相同 的 情况 
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下 , 非 线性 通 近 误差 总 是 小 于 线性 逼近 误差 ,所 以 Oracle 投影 估计 的 误差 要 小 于 线 仁 估计 的 
误差 。 
由 于 对 任意 x,y 有 


min(x yy) 本 > 去 mia(z, 人 7 
所 以 
mnD 2 maCn > 了 (8.2.13) 
也 就 是 说 ,Oracle 投影 估计 风险 已 经 非常 接近 理论 极限 , 它 是 风险 最 小 的 非 线 人 性 个 计 。 
8.2.2 阔 值 估计 
上 述 非 线性 估计 实际 上 是 一 种 阔 值 估计 ,或 者 说 是 一 种 幅 值 域 的 滤波 方法 。 它 根据 信号 
系数 户 ( 严 ) 的 大 小 决定 观测 数据 的 取舍 。 但 由 于 天 (m) 是 未 知 的 ,所 以 还 是 不 可 计算 的 。 对 
它 最 简单 的 改进 是 :不 再 用 信号 内 积 系数 进行 益 值 判别 ,而 直接 用 观测 信和 号 内 积 系数 进行 逆 值 
判别 ,这 是 实际 可 行 的 一 种 简单 算法 。 而 且 在 大 多 数 情 况 下 , 它 也 是 一 种 最 优 算法 。 
阔 值 估计 有 帮 阅 值 佑 计 和 软 冰 值 估计 两 种 。 硬 阔 值 还 数 和 软 阔 值 函数 分 别 如 图 8. 1(a) 
和 (b) 所 示 。 硬 责 值 函数 为 














wo = 区 知人 (& 2.14) 
而 软 阅 值 丙 数 为 
xx -7T， 著 zx> 了 了 
dr) = 57(x) = 人 若 v < -了 (8.2.15) 
0， 著 |x| 反 了 
各 人 本 





克 间 -一 国 加 


图 8.1 《sa) 硬 改 值 函数 ,(b) 软 半 值 函数 
显然 , 硬 姜 值 责 数 有 间 断 点 , 它 只 是 简单 的 保留 或 者 是 去 掉 信 号 。 而 软 阔 值 在 进行 闭 值 判 别 的 
局 时 也 用 贱 值 了 对 信 生 进行 训 碱 
对 观测 信号 内 积 系数 进行 硬 赣 值 判别 表示 为 
由 (人 (m) = 和 (my) = 全， 着 ze(m)1>7 (sa 16) 


0， 车 | 如 (mm) | 大 了 
代 和 人 (8. 2. 6) 式 得 硬 阔 值 估 计 风险 
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na0D = 开 夺 记 (m -三 (和 四 JP 并 工 IAoo 


| 2a(mm) > 人 gt(m) 
(8.2.17) 
因为 和 (mm) = 户 (mm) + 且 ( 详 ) ,所 以 当 j as( 严 ) | > 了 时 ,并 不 能 确保 | 户 (m) 上 > ;同样 , 当 
13a(m) | 大 7 时 ,也 不 能 确保 | 户 ( 严 ) < 号 , 故 上 式 中 每 一 项 不 一 定 是 minf | 户 (m) ,1 ， 
这 意味 着 硬 阔 值 的 风险 将 大 于 Oracle 投影 估计 , 即 
rn 症 mm 站 (8.2.18) 
对 观测 信号 内 积 系数 进行 软 阔 值 判 别 表示 为 
2 人 (m) -7 了 ， 车 416(mm) > 了 了 
由 [xs 本)] = Sr[Ea(m)] = 422(m) +T， 若 厨 (mm) < -了 (8.2.19) 
0， 车 | 有 (m) | 二 了 
在 得 到 最 小 风险 nw{( 记 时 ,如 (8.2.7) 式 所 示 , 用 a(m) 对 和 (mm) 进 行 了 衰减 ,从 而 抑制 噪声 。 
软 阐 值 佑 计 在 保留 古 ( 玫 ) 时 也 用 阐 值 对 它 进行 了 衰减 。 


8.2.3 阅 值 风险 


上 面 讨论 硬 阔 值 估计 和 坎 阔 值 估计 时 尚未 涉及 阐 值 如 何 确 定 的 问题 ,Donoho 和 Johnstone 
已 证 明 :对 适当 选取 的 阔 值 , 阔 值 估计 的 风险 接近 于 =(/) 。 用 0 表示 所 有 对 角 算 子 的 集合 ， 
表示 信号 长 度 , 关 于 阔 值 估计 风险 有 下 述 定理 。 

定理 8.3 设 了 =e V 取 B ,对 所 有 N>4, 硬 或 坎 羡 值 估计 风险 rn( 广 满足 




















nn <(2logw+l(o+nn) (8.2.20) 
在 所 有 也 的 对 角 估 计算 子 中 ,因子 2log.w 是 最 优 的 ; 
lim inf sp 下 HE- xl LIL -1 (8.2.21) 


st 0s0ufe 必 On 六 aogN 

该 定理 说 明 阀 值 估计 风险 最 多 比 症 (万 大 2log.W 倍 ,上 且 因 子 2tog。w 不 能 由 任何 其 他 对 角 估 计 
算 子 所 改进 。 

还 可 以 证 明 : 用 rw( 甩 代替 m (六 时 ,上 述 定理 仍然 成 立 。 

按 上 述 定理 选取 的 阐 值 了 > , 即 平均 而 言 , 冰 值 高 于 噪声 电 平 ,或 考 说 阔 值 以 极 大 的 入 率 
高 于 噪声 电 平 , 所 以 阔 值 与 e 成 正比 是 不 难 理解 的 。 但 阐 值 为 什么 会 随 样本 数 六 的 增加 而 增 
大 呢 ? 这 是 由 于 高 斯 分 布 的 截断 会 随 六 的 增加 而 产生 越 来 越 大 的 噪声 系数 。 为 什么 rn (六 的 
上 界 会 出 现 因 子 2log。 呢 ? 当 | 启 (m) 1 < 时 ,由 于 了 >e,|amkm)|<7 的 可 能 性 很 大 , 硬 阔 
值 知 计 和 Oracle 投影 阅 值 估计 都 将 za ( 严 ) 置 零 , 不 会 造成 r (六 与 六 (的 很 大 差别 ; 当 
坊 (m) |>27 时 ,| Xe(mm) |> 代 的 可 能 性 很 大 , 硬 阔 值 估 计 和 Oracle 投影 阐 值 估计 都 将 保留 
Xe(m) ,也 不 会 造成 (有 万 与 m( 及 的 很 大 差别 。 而 当 er 大 | 户 (m) | <27 时 ,Oracle 投影 阔 值 估 
计 产 生 的 风险 为 min[ | 话 (m) 1,c5] = ,如 此 时 | 和 (mm) | <7, 则 硬 阔 值 估计 将 妈 (m) 旺 零 ， 
产生 的 风险 为 

















| 户 (m 四 | 下 = 2o2logW 
也 就 是 说 , 硬 阔 值 估计 的 风险 比 Oracle 投影 阔 值 估计 大 2log.N 倍 。 一 般 来 说 , | 户 (m) | 与 了 为 
同一 数量 级 的 部 分 述 是 很 小 的 ,所 以 阐 值 估计 风险 "( 廊 比 (8.2. 20) 式 所 示 的 上 界 小 得 多 。 在 
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这 个 意义 下 , 阔 值 估计 风险 "接近 理论 极限 ms(A) ,是 一 种 最 优 估计 算法 。 

定理 8.3 ”假定 噪声 是 白 品 声 ,如 只 声 是 有 色 噪 声 , 则 已 | | 可 ( 严 ) 下 | =o。 这 时 仍 可 用 
阔 值 估计 算法 去 品 , 且 有 如 下 定理 : 

定理 8.4 对 0< 严 反 N -1, 取 Tu = V2iog. 交 ,对 所 有 A34, 重 或 软 阔 值 优 计 风险 mn 站 
满足 





rn < (2logN+1)[ 天 +m( 访 ] (8. 2.22) 
其 中 





号 (8.2.23) 


8.2.4 Stein 无 偏 风 险 估计 


Stein 无 偏 风险 估计 SURE(Stein Unbiased Risk FEstimator) ,实际 上 是 对 上 述 阔 值 选取 方法 
的 一 种 改进 。 按 定理 8. 3 选取 的 冰 值 与 信号 的 特性 无 关 ,SURE 闭 值 选取 依赖 于 观测 信号 ,县 
有 自 适 应 性 。 由 于 一 值 选取 与 信号 有 关 , 故 用 7,(A ?表示 对 风险 的 估计 ,使 F,( 六 7) 最 小 的 
阔 值 记 为 子 。 

当 |Xae(mm)【 生 了 时 , 软 铅 值 估计 置 Ks(m) 为 零 , 产 生 的 风险 为 | 户 (mm) | ,因为 

下 (mm PP = | 旋 (mP+o2 
所 以 可 用 1Xa(mm) 上 -到 来 估计 | 疡 (m) | 当 [2(m)| > 了 时 , 软 阔 值 估计 从 (m) 中 减 掉 
7, 产 生 的 平均 风险 为 
如 | [ 启 (mm) -于 (m) + 了 = 吾 |[ 了 -Rs(m)]?| = 天 + 史 
于 是 可 以 用 观测 值 和 噪声 方差 来 估计 风险 r(A7) , 即 

















1 
FT = > (2(m)y (8.2.24) 
和 
其 中 
， 2 
囊 _Jz-o， 若 委 2 
人 民 2 若 z > 灾 人 


Donoho 和 Johnstone 已 证 明 , 7,(/7) 是 对 软 阔 值 估计 风险 =(F 的 寺 仿 估计 , 即 
五 | (六 7 上 = mm( 六 2 (8.2.26) 


为 了 找到 使 F,(/, 7 最 小 的 阔 值 仓 , 将 (mm) 按 幅 度 大 小 递减 排列 ,重新 排列 后 得 到 的 
系数 记 为 5( 丰 。 设 为 某 一 指标 ,使 得 | 克 (D |]>T> [ 卫 (L+1T)1, 于 基 
Ai 
F(FT) = > | 三 ( 间 下 - (7 -人 or + 区 2 +) (8.2.27) 
经 
对 所 有 的 0 和 1<A -1 ,这 一 按 上 式 计 算 F, (CA 7) ,就 可 以 找到 最 小 的 ,CA7) 和 相应 的 阔 
值 字 。 
虽然 (六 妨 是 rn( 六 7 的 无 和 偏 估计 ,但 其 方差 可 能 导致 产生 太 小 阔 值 字 的 差错 。 当 信 
噪 比 很 小 , 即 由 PP- 下 | = Ae2 时 就 会 出 现 这 种 情况 。 此 时 应 该 用 7 = V2log. 六 作为 国 


值 以 涉 除 噪声 。 由 于 如 |X 人 = yP + Ae2 ,所 以 可 用 | 有 科 - Aez 来 估计 IAAP 并 将 它 与 最 小 
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能 量 级 sw = (log.N) 生 比较 ,所 得 SURE 周 值 如 下 : 

7 [ce V5log.wW， 着 | 寻 |- wa? 反 ex 
| 了 普 jz|- wa? > ev 
小 波 去 噪 涉及 是个 问题 ;如何 选 取 阔 值 和 怎样 实现 取 闪 值 ( 即 取 阔 值 的 方式 ) 。Matlab 中 
有 4 种 选取 阔 值 的 规则 ,其 中 第 1 种 'sqtwolog 就 是 按 定理 8.3 确定 阔 值 ;第 2 种 "rigrsure' 是 按 
SURE 方法 确定 闵 值 ;第 3 种 "heursure' 实 际 上 是 前 丙种 的 混合 ,如 (8.2.28) 式 所 示 , 当 信 喉 比 
较 大 时 , 按 第 2 种 规则 选取 阔 值 , 当 信 噪 比较 小 时 , 按 第 1 种 规则 选取 阔 值 ;第 4 种 是 "minmarx 。 

函数 thseleet 用 来 计算 相应 规则 的 靖 值 ， 取 赣 值 的 方式 有 硬 阀 值 方式 和 软 羡 值 方式 两 种 。 


《8.2.28) 





8.3 小 波 去 品 


对 很 大 一 类 信号 而 言 , 它 们 的 能 量 高 度 集中 在 少量 枉 度 较 大 的 小 波 系数 或 小 波 包 系 数 中 ， 
而 噪声 由 于 其 随机 性 ,能 量 却 比较 均匀 地 分 布 于 变换 域 ,所 以 可 以 在 变换 城 用 简单 的 闷 什 判别 
法 在 保 久 信号 大 幅 值 分解 系 煞 的 同时 最 大 限度 地 抑制 噪声 。 

设 信号 在 某 一 尺度 2 上 的 离散 通 近 .Fn) 被 加 性 曲 声 邢 (n) 污染 ,观测 数据 XCn) = 
帮 n) + 有 (mn)。 将 站 (0 在 正 交 规范 基 

有 = [jdin(m) joslbn(a assnnea] 
上 分 解 ,小 波 去 嘛 是 对 分 解 系数 取 阔 值 后 进行 重 构 ， 即 对 /的 估计 可 写成 
了 
必 = 开 or( 人 Te) 同和 pr( 人 so》)g 


2 全 
其 中 ,pr 表示 对 分 解 系数 取 硬 靖 值 或 软 冰 值 。- - 般 来 说 , 对 小 波 系数 的 六 值 电 平 与 逼近 系数 
的 靖 值 电 平 不 同 ,往往 是 完全 保留 逼近 系数 而 只 对 小 波 系数 取 阔 值 ,而 且 在 不 同 尺度 上 的 阔 值 
电 平 也 可 以 不 一 样 。 对 比较 平滑 和 分 段 正则 信号 ,信和 叶 的 能 量 主要 集中 在 低频 部 分 ,所 以 应 保 
留 逼 近 系 数 ,而 噪声 能 量 主要 集中 在 高 频 部 分 ,所 以 应 对 小 波 系数 取 阔 值 ,由 于 国 值 电 平 以 很 
大 概率 高 于 噪声 电 平 ,将 低 于 阔 值 电 平 的 小 波 系数 置 零 就 在 很 大 程度 上 波 除 了 噪声 ,信号 的 锐 
变 部 分 会 产生 大 幅 值 的 小 波 系数 ,保留 这 些 大 幅 值 的 小 波 系数 避免 了 对 信号 锐 变 部 分 的 平滑 ， 
从 而 保留 了 这 些 有 重要 特征 的 信和 叶 细 节 ,这 正 是 小 波 去 唉 与 基于 傅立叶 变换 的 频 域 滤波 方法 
的 根本 区 别 。 由 于 傅立叶 变换 不 具有 时 域 局 部 性 ,所 以 在 滤 除 噪声 的 同时 也 平滑 了 信号 的 锐 
变 部 分 ,而 小 波 变换 只 有 时 域 局 部 性 ,所 以 小 波 去 噪 相 当 于 一 个 自 适 应 平滑 过 程 , 它 只 在 信号 
的 正则 部 分 平滑 掉 曲 声 ,而 在 其 锐 变 部 分 保留 了 信号 的 细节 。 也 可 以 说 ,小 波 去 噪 是 一 个 幅 值 
域 涉 波 的 过 程 。 

在 用 靖 值 判别 法 从 被 噪声 污染 的 观测 数据 中 估计 信号 时 ,必须 选择 适当 的 阔 值 电 平 ,要 确 
定 阔 值 ,又 必须 知道 噪声 方差 。 当 我 们 对 噪声 的 先 验 知识 不 足 ,不 知道 噪声 方差 的 情况 时 ,可 
以 通过 小 波 分 解 率 估计 噪声 方差 。 当 信号 是 分 段 正 则 的 函数 时 ,用 最 精细 尺度 上 的 小 波 系数 
的 中 值 来 计算 噪声 方差 是 一 个 强健 佑 计 。 上 体 来 说 ,如 好 是 W 个 独立 的 零 均 值 ,方差 为 只 的 
高 斯 随机 变量 绝对 值 的 中 值 , 则 不 难 证 明 

五 1 一 0. 64570 
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如 信号 比较 平滑 ,对 观测 数据 作 小 波 分 解 之 后 ,信号 能 量 主要 包含 在 逼近 系数 中 , 由 于 品 
声 能 量 主 要 分 布 在 高 频 区 咸 ,所 以 它 主要 集中 在 最 精细 尺度 上 的 小 波 系 数 中 。 当 信和 号 分 段 正 
则 时 ,如 小 波 有 足够 高 的 消失 矩 , 只 有 信和 号 的 少数 抓 立 锐 变 点 产生 少量 大 幅 值 小 波 系数 ,所 以 
对 小 波 系数 的 中 值 影响 很 微小 。 当 小 波 支 集 不 包含 两 个 以 上 信号 锐 变 点 时 ,可 以 认为 这 些 锐 
变 点 是 彼此 孤立 的 ,孤立 锐 变 点 在 不 同 尺度 上 产生 相同 数量 的 大 幅 值 小 波 系数 。 如 有 六 个 观 
测 数据 ,最 精细 尺度 上 的 小 波 系数 有 N/2 个 ,其 他 尺度 上 的 小 波 系数 都 少 于 W'2 ,所 以 信号 孤 
立 锐 变 点 对 最 精细 尺度 上 的 小 波 系 数 的 中 值 影 响 最 小 , 小波 系 数 中 值 是 对 蝇 声 方差 的 强健 估 
计 。 设 Mr 是 X(n) 在 最 精细 尺度 上 的 小 波 系数 绝对 值 的 中 值 , 则 对 零 均 值 ,方差 为 o? 的 高 斯 
白 噪 声 的 方差 估计 为 














Mr 
“人 6457 
如 原始 信号 是 一 个 有 色 零 均值 平稳 高 斯 序列 ,那么 分 解 系数 仍然 是 高 斯 分 布 的 ,但 对 每 个 
分 解 级 次 而 言 ,系数 是 有 色 零 均值 平稳 高 斯 序列 。 如 定理 8. 4 所 指出 的 那样 ,不 同 级 次 的 高 斯 
序列 有 不 同 的 方差 ,但 仍然 可 以 用 类 似 方法 去 估计 了 曲 声 方差 。 在 用 阔 值 方法 去 噪 时 每 -级 应 
该 选取 不 同 的 阔 值 。Matlab 两 数 wdencmp 可 以 用 来 实现 噪声 消除 ,其 中 有 1 个 可 选择 的 字符 
串 变 量 ,gbl 为 所 有 级 次 部 选择 相同 的 盖 值 ,lvd' 则 对 厅 同 级 次 选择 不 同 阔 值 。 


600 2000; 





(8.3.1) 
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图 8. 2 小波 去 品 
例 8.2 图 8.2(a) 为 3 天 电力 消耗 情况 遇 线 ,由 于 监测 设备 的 缺陷 导致 监测 只 声 ,用 小 波 
分 析 方 法 可 以 有 效 好 去 除 噪 声 。 小 波 去 品 分 为 3 步 :第 1 步 进行 小 波 分 解 ,做 3 级 分 解 后 得 到 








的 逼近 系数 为 图 8. 2(b) ,第 1.2.3 级 的 细节 系数 分 利 示 于 图 8.2(d) Ce) (6 。-- 般 来 说 , 嗓 
声 能 量 主要 集中 在 第 1 级 细节 系数 ,由 图 8.2(d) 可 以 清楚 地 看 到 在 最 后 一 段 时 间 出 现 了 更 明 
显 的 噪声 干 近 。 相 对 于 快速 起 伏 的 咯 声 而 言 , 信 号 变化 比较 平缓 , 它 主要 保留 在 逼近 系数 之 
中 。 第 2 步 对 小 波 系数 取 盖 值 ,最 碍 路 的 办 法 就 是 将 所 有 的 细节 系数 茹 0, 但 这 样 在 抑制 噪声 
的 风 时 也 平滑 了 信号 的 快速 变化 。 小 波幅 值 域 滤波 方法 的 优越 仁 就 在 于 有 效 地 抑制 噪声 的 同 
时 也 保留 了 信号 的 快速 变化 ,所 以 对 细节 系数 取 软 阔 值 ( 交 值 为 9. 2582) ,只 保留 那些 栖 值 较 
大 的 细节 系数 。 第 3 步 为 信号 重 构 。8.2(c) 为 取 软 阔 值 后 重 构 的 信 生 ,可 以 明显 地 看 到 在 有 
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和 效 抑制 唤 声 的 同时 确实 也 保 箱 了 信号 的 快速 变化 

例 8.3 图 像 信和 叶 去 唤 与 一 纵情 况 基本 一 样 ,但 在 用 定理 8. 3 计算 阔 值 时 ,信号 长 度 应 该 
代 之 以 图 僵 像 素数 。 图 8. 3 显示 了 小 波 图 像 去 嗓 的 情况 ,与 图 5. 5 的 原始 图 像 比较 ,在 获得 可 
以 接收 的 去 叭 效果 的 同时 ,图 像 的 边缘 和 纹理 结构 也 变 得 比较 模糊 了 





风声 西 像 云 砍 图 像 


辆 世 了 小 找 图 像 去 吧 
8.4 数据 压缩 的 信息 论 基础 简介 


数据 压缩 编码 系统 如 图 8. 4 所 示 。 按 照 信 息 论 的 观点 ,信号 源 (简称 信 沽 ) 是 由 一 系列 符 
号 构成 的 , 记 为 4 = | 为 | eeesk。 对 一 维 信 导 而 言 ,一 系列 符号 实际 上 就 是 一 系列 离 敬 样本 , 离 
散 样 本 值 的 大 小 用 二 进 制 数字 表示 , 称 为 码 宇 ， 信 和 沾 符 号 经 过 条 冲 编码 调制 (PCM) 以 后 . 变 
成 二 进 制 码 流 。PCM 的 作用 主要 是 使 信息 简 以 在 数字 信道 上 传输 。 压 缩编 玛 器 对 信 源 符号 
进一步 编码 ,达到 数据 压 纳 的 目的 ,以 使 于 存储 或 提高 信息 传 给 的 比 舌 率 。 信 息 在 数字 信道 上 
传输 时 会 受到 各 种 不 同类 型 噪声 的 干扰 ,信道 编码 器 的 作用 主要 是 焉 小 误 码 率 , 提 高 系统 的 抗 
王 扰 能 力 。 下 面 着 重 讨论 信和 新 编码 问题 
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昌 8. 4 在 交 编 码 系 统 原理 框图 





3.4.1 信息 量 与 业 
在 信息 传输 系统 中 ,对 信息 接收 方 ( 称 为 信 宿 } 而 言 , 在 未 收 到 信和 头发 出 的 符号 之 前 , 它 不 
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确定 信 源 到 底 会 发 出 什么 符号 ,以 天 表示 符号 改 出 现 的 概率 , 它 庆 量 了 这 种 不 确定 性 的 程 
度 。 在 理想 情况 下 ,信息 传输 和 接收 的 过 程 中 没有 噪声 的 干扰 , 信 宿 接收 到 符 导 之 后 ,这 种 不 
确定 性 就 完全 消除 了 ,即使 有 噪声 士 扰 , 也 会 在 一 定 程 度 上 消除 不 确定 性 。 接 收 信息 的 过 程 实 
际 上 就 是 消除 这 种 不 确定 性 的 过 程 ,信息 量度 量 了 消除 不 确定 性 的 程度 。 某 一 符号 * 出 现 的 
概率 px 越 小 ,接收 到 它 之 后 不 确定 性 消除 的 程度 越 高 ,所 以 可 用 - iogspt 来 度量 其 信息 量 , 则 
信 源 的 平均 信息 莱 为 











5 
如 =- >Pilogops 《8.4.1) 
咎 1 


其 单位 为 比特 (bit) ,如 又 称 信息 箭 。 这 样 定义 的 箭 没有 考虑 信 源 符号 之 间 的 关联 , 称 为 无 记 
忆 信 源 闹 ,或 0 阶 梢 , 记 为 矶 。 

在 信 源 编码 中 ,用 二 进 制 数字 来 表示 信 源 符号 , 称 为 码 字 , 设 上 为 x 的 码 字 长 度 , 则 平均 
长 度 为 





型 
小 


天 
妨 = 它 Pis (8.4.2) 


根据 信息 论 中 信 源 缩 码 理论 ,信息 炳 是 平均 码 字 长 度 的 理论 极限 , 即 尽 > 娘 ;而且 存 在 无 撩 真 的 
编码 方法 ,使 得 R< 羡 +1。 

上 定 数字 灰 度 图 像 的 灰 度 级 为 2" ,这 时 不 同 的 信 谭 符号 实际 上 就 是 不 同 的 厌 度 值 , 苑 K= 
“。 假设 所 有 其 度 级 出 现 的 概率 相等 , 均 为 : =2…, 则 信息 料 =。 显然, 对 有 天 =2* 个 灰 
度 级 的 图 像 , 且 所 有 其 庆 级 等 概率 出 现时 ,至 少 要 用 平均 码 字 长 度 为 ”比特 的 但 字 编 码 。 如 将 
类 度 级 的 高 低 与 玛 字 的 值 对 应 起 来 ,就 是 PCD 码 。 当 某 一 灰 度 等 级 x 出 现 的 概率 为 1 时 ,其 
他 其 度 等 级 出 现 的 概率 必然 为 0, 这 是 另 一 种 极端 情况 ,此 时 信息 焙 等 于 零 。 这 时 信 宿 接收 的 
信 源 符号 是 完全 确定 的 .这 样 的 信 源 完全 没有 任何 信息 量 。 

在 上 面 的 讨论 中 ,假定 任 一 灰 度 级 出 现 的 概率 与 其 他 灰 度 级 无 关 。 实 际 上 ,同一 帧 图 像 相 
邻 像素 间 , 以 及 运动 疼 像 相 邻 帧 之 闻 的 灰 度 级 是 有 很 强 的 相关 性 的 。 假 定 信 源 符号 2 出 现 后 
又 出 现 xs 的 条 件 概率 为 P( zslx) ,符号 勾 和 zx 不 论 前 后 顺序 同时 出 现 的 概率 为 (xs ,xz)》, 则 
定义 条 件 入 

















攻 


5 
有 (zx a) = 一 总 袜 Pr 和)logop( 宁 1 入 ) . (8.4.3) 


这 样 定义 的 焙 称 为 1 阶 炳 , 记 为 矶 。 依 次 类 推 还 可 以 定义 2 阶 和 3 阶 等 高 阶 闹 ,而 且 可 

以 证 明 
币 袜 关 矶 沽 刷 袜 和 (8.4.4) 
当 和 六 和 入 独立 , 即 P(zisa) =P(s)p( 入 ) 时 ,总 = 瓦 ;而 当 因 和 入 有 一 定 程度 的 相关 性 时 ， 
如 > 到 ,这 是 因为 接收 到 xz 后 ,是 否 再 接收 到 xx 的 不 确定 性 减 小 了 。 信 源 符号 之 间 有 相关 人 性 
的 信 源 ,其 高 阶 箭 小 于 0 阶 箭 , 存 在 信息 元 余 。 当 信 源 存在 信息 宛 余 时 ,可 以 通过 去 除 宛 余 , 达 
到 压缩 平均 码 字 长 度 , 提 高 编码 效率 的 目的 ,这 是 数据 压缩 的 主要 理论 依据 。 对 语音 信和 叶 和 网 
像 信号 通过 适当 选择 的 正 交 基 进行 变换 ,变换 域内 系数 之 间 的 相关 性 大 大 减少 , 乓 对 变换 系数 
进行 编码 就 可 以 达到 数据 压缩 的 目的 ,这 就 是 变 毛 编 码 的 理论 依据 。 在 小 波 变换 兴起 之 前 ,图 
像 压 缩 主 要 利用 离散 余弦 变换 (DCT》 ,例如 静止 图 像 的 国际 庄 缩 标准 JPEG 以 及 运动 图 像 的 
国际 压缩 标准 MPEG 一 ! 和 MPEG--2 都 采用 了 DCT, 而 在 MPECG 一 2000 标准 中 , 则 采用 了 小 
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波 变 换 。 例 如 灰 度 级 为 2" 的 图 像 ,无 论 它 的 像素 之 间 有 多 么 强 的 相关 性 ,如 直接 对 灰 度 编码 ， 
平均 码 字 长 度 至 少 为 幸 比 特 。 如 对 原始 图 像 作 多 尺度 分 解 ,细节 图 像 中 只 有 少量 系数 幅度 较 
大 ,将 某 一 阔 值 以 下 的 系数 置 0 ,就 可 达到 数据 压缩 的 月 的 。 


8.4.2 压缩 比 \ 编 码 效率 与 率 失 真 函 数 


变换 编码 仅仅 是 诸多 压缩 编码 方法 之 一 。 压 缩 比 与 编码 效率 是 衡量 编 解码 设备 性 能 的 寻 
要 指标 。 
设 原始 信号 的 平均 码 长 为 下 , 压 缩 后 的 平均 码 长 为 素 , 则 定义 压缩 比 





























毁 


C= 天 (8.4.5) 
在 一 般 情况 下 ,编码 效率 往往 用 下 列 简单 公式 表示 
?3 = 村 (8.4.6) 





其 中 ,中 为 亚 均 码 长 , 它 朵 可 以 是 真 , 也 可 以 是 邢 。 

如 已 编码 信 叶 经 解 但 后 可 以 完全 恢复 原始 信号 , 称 为 无 撩 真 编码 ;否则 为 有 失真 编码 。 根 
据 信息 论 中 信 源 编码 理论 ,可 以 证 明 在 丸 = 豆 的 条 件 下 ,总 可 以 设计 出 某 种 无 失真 编码 方法 。 
如 编码 结果 使 丸 远 大 于 玖 ,表明 这 种 编码 方法 效率 很 低 ,占用 比特 数 太 多 。 例 如 对 周 像样 本 量 
化 值 直接 采用 PCD 编码 , 则 平均 码 长 丸 就 远大 于 图像 箭 召 。 

在 信息 论 中 ,其 率 撩 真理 论 同 答 了 有 关 失 真 度 与 信道 容量 之 各 的 关系 问题 ,为 限 失真 编码 
商定 了 理论 基础 。 率 失真 冰 数 定义 如 下 

定义 8. 2 在 传输 中 使 信号 的 失真 度 小 于 或 等 于 某 一 值 刀 所 必须 的 信道 容量 的 最 小 什 
怀 ( 卫 ) 称 为 信息 速率 -失真 函数 ,或 率 撩 真 聊 数 。 

在 给 定 失真 度 条 件 下 , 率 失 真 李 数 定义 了 信 源 编码 所 能 达到 的 比特 率 下 限 。 率 失真 函数 
和 失真 的 度 其 标准 与 信 源 的 统计 特性 有 着 密切 的 关系 。 在 图 像 处 理 与 图 像 编码 技术 中 ,通常 
用 均 方 误差 作为 图 像 失真 的 度 其 标准 。 根 据 信 息 论 的 结论 ,在 假定 图 像 信 源 是 正 态 分 布 的 条 
件 下 , 率 失真 函数 为 











。 
log 分 ， 0 反思 大 四 


1 
R(D) = 怕 《8.4.7) 
0， 画 > or 
其 中 ,D 为 允许 的 均 方 误差,or 为 信和 号 的 方差 。 在 图 像 编码 中 ,R(D) 表示 在 均 方 误差 不 大 于 
必 时 传输 一 个 像素 的 平均 码 长 。 上 式 还 指出 :如 已 > o, 即 允许 的 失真 比 信和 号 的 方 益 述 大 , 则 
尽 ( 了 ) =0, 信 息 传输 已 失去 意义 。 另 外 由 上 式 可 见 , 所 需 传输 的 信号 的 方差 越 小 ,人 允许 的 失真 
越 大 ,所 需 传 输 的 比特 率 越 低 。 
还 可 以 证 明 : 如 果 图 像 信 号 是 非 正 态 分 布 的 , 则 RR() 的 数值 比 (8. 4.7) 式 给 出 的 数值 更 
低 , 因 为 在 -- 定 功率 条 件 下 , 正 态 分 布 时 信 源 的 精 最 大 。 此 时 (8. 4.7) 式 的 意义 在 于 ,在 给 定 
信号 功率 和 多 许 失真 度 的 条 件 下 , 它 给 出 了 信 源 编码 可 以 达到 的 比特 率 下 限 。 率 失真 理论 员 
然 没有 给 出 怎样 达到 比特 率 下 限 的 具体 方法 ,但 从 理论 上 指明 了 方向 。 即 在 给 定 允 许 失 真 度 
的 条 件 下 ,为 了 减少 传输 的 比特 率 ,应 尽量 减 小 信号 的 方 准 。 
对 于 绝 大 多 数 图 像 来 说 , 在 局 部 空间 和 时 间 上 是 高 度 相关 的 , 央 而 可 以 在 已 接受 到 的 像素 
IT49 
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的 基础 上 对 当前 像素 进行 预测 。 由 条 件 箭 的 性 质 可 知 , 在 已 知 国 .zxt-，…xzx-n 的 条 件 下 来 
确定 w% 的 精 ,其 值 总 是 比较 小 的 。 记 xx 的 预测 值 为 加, 它 很 接近 , 所 以 中 = 和 - 冯 的 方差 
cz: 比 原始 图 像 的 方差 r: 肯定 要 小 。 因 此 ,传输 必 就 可 用 较 少 的 比特 数 ,这 就 是 所 谓 的 预测 
编码 , 它 在 图 像 压 缩编 码 中 获得 了 广泛 应 用 。 


8.4.3 入 编码 


粮 编 码 的 目的 是 使 编码 后 的 平均 码 字 长 度 尽 可 能 接近 信息 精 。-- 般 是 根据 信 沽 符号 出 现 
的 概率 赋予 不 同 长 度 的 码 字 , 概 率 大 的 符号 用 短 码 字 , 概 率 小 的 符号 用 长 码 字 , 由 (8.4.2) 式 
可 以 看 到 ,这 样 获得 的 平均 码 字 较 短 。 这 种 编码 方法 称 为 变 宁 长 编码 。 

定理 8.5 ” 变 长 最 佳 编码 定理 。 

在 变 字 长 编码 中 ,对 出 现 概 率 大 的 符号 赋予 短 码 字 , 而 对 出 现 概率 小 的 符号 赋予 长 码 字 。 
如 码 字 长 度 严格 按照 所 对 应 符号 出 现 概率 的 大 小 逆序 排列 , 则 编码 结果 平均 码 字 长 度 一 定 小 
于 任何 其 他 排列 方式 。 























的 1 者 里 
图 8.5 惟一 可 译 编码 
疏 夫 曼 编码 就 是 一 种 最 佳 编码 算法 。 在 介 纳 震 夫 曼 编 码 方法 之 前 , 先 简要 叙述 惟一 可 译 

编码 。 某 些 情况 下 ,为 了 减少 平均 码 字 长 度 ,往往 在 码 字 之 间 不 加 同步 码 。 这 就 要 求 所 编码 字 
序列 能 被 惟一 地 译 出 来 ,满足 这 个 条 件 的 编码 称 为 惟一 可 译 编码 ,也 常 称 为 单 义 可 译 码 。 设 想 
信 源 有 4 个 符号 {xxsi<ks4, 其 相应 的 码 字 为 

lim = 0,m = 10,ws = 110,o。 = 1011 
则 码 字 序列 1010 既 可 译 成 wxo:, 又 可 译 成 wwi ,所 以 上 述 编码 不 是 惟一 可 译 编码 。 为 得 到 众 
一 可 译 编码 ,必须 保证 任 一 码 字 孝 不 是 另 一 码 宇 的 前 缀 (或 起 始 ) ,在 上 述 编码 中 ,nw, 是 ms 的 
前 绥 , 所 以 它 不 是 惟一 可 译 编码 。 而 下 列 编码 

fo = 9, = 10,z = 110,o = 1111 
就 是 惟一 下 译 编码 。 惟 一 可 译 编码 可 表示 为 二 又 树 ,例如 图 8. 5 表示 有 6 个 信 源 符号 
1zr| stse, 如 某 一 码 字 已 对 应 二 叉 树 的 一 个 节点 ,该 节点 就 不 能 再 往 下 分 枝 , 关 为 父 节点 必然 
是 子 节点 的 前 组 。 





定理 8. 6 ” 霍 夫 曼 编码 。 
设 信 源 符号 集 为 jj <tsx, 按 其 出 现 概率 的 大 小 排列 如 下 


1 Pi (Pa 》 2) (二 《8.4.8) 
其 中 ,Pr 甩 Pi。 将 具有 最 小 概率 的 两 个 符号 二 和 关 结 合成 一 个 符号 xi ,其 概率 为 
万 2 三 Pa 十 


从 而 得 到 有 天 ~ L 个 符号 的 序列 
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1Xa Pa (za pa) (zesps) 〔8.4.9) 
贞 将 上 述 序列 中 具有 最 小 概率 的 两 个 符号 结合 成 一 个 符号 。 过 程 中 每 结合 一 次 就 从 下 入 上 由 
两 个 子 册 点 生成 一 个 父 节点 ,直到 形成 -个 完整 的 二 叉 树 。 从 根 节 点 开始 ,左右 两 个 分 枝 分 别 
标 以 和 1 ,就 得 到 霍 夫 曼 编码 。 

例 8.4 设 信 深 有 6 个 信 源 符号 |xs| issse, 它 们 的 出 现 概 淘 依 次 为 
1P =0.05,P =01p =01p =015,p =02,0 =04| 
用 赴 夫 摆 编 码 生成 的 二 叉 树 及 码 字 如 网 8. 6 所 示 。 由 符号 和 思 结合 成 一 个 符 导 xm 。, 它 的 
概率 为 pl =P +P =0. 1$。 第 二 次 选 代 过 程 中 ,最 低 概率 的 两 个 符号 是 xs。 和 xi :, 将 它们 结 
合 为 xi as, 其 概率 为 0. 25。 第 三 次 选 代 过 程 中 ,最 低 概率 的 两 个 符号 是 mw 和 xs ,将 它们 结合 
为 ‰5 ,其 概率 为 0. 35。 第 四 次 选 代 过 程 中 ,最 低 概 率 的 两 个 符号 是 xs 和 xs ,将 它们 结合 
为 aa4s, 其 概率 为 0. 6。 最 后 将 汐 ,za4s 和 xs 结合 到 达 很 节点 ,概率 为 1。 生成 的 码 字 为 
jl1111,1110,110,101 ,100,01 

平均 码 字 长 宫 为 2. 35。 信 源 和 为 2. 28 , 霍 去 曼 编 码 的 平均 码 字 长 度 已 很 接近 信 源 录 。 








图 8.6 赶 夫 虹 编码 
除 霍 夫 曼 编码 之 外 ,还 有 其 他 灶 编 码 方法 ,如 算术 编码 和 游程 编码 。 它 们 都 是 无 失真 的 纺 
码 方法 。 而 下 面 将 要 介绍 的 变换 编码 是 一 种 有 失真 编码 。 


8.5 变换 编码 


变换 编码 的 基本 思想 是 去 相关 。 变 换 .量化 和 业 编 码 是 编码 器 的 3 个 主要 组 成 部 分 ,如 图 
8.7 所 示 。 变 换 的 目的 是 去 相关 , 通过 选择 适当 的 基 , 使 信号 在 变换 域内 的 系数 尽 可 能 不 相 
关 。 变 换 系数 是 无 限 精度 的 实数 ,但 只 能 用 有 限 字 长 的 二 进 制 数 表 示 ,这 一 过 程 称 为 量化 。 显 
然 , 量 化 必然 会 产生 误差 ,所 以 变换 编码 是 有 失真 编码 ,量化 误差 是 图 像 编码 的 主要 误差 。 量 
化 器 的 设计 要 在 给 定量 化 字 长 的 条 件 下 ,得 到 最 小 量化 误差 ;或 者 在 给 定量 化 误差 的 前 提 下 ， 
设计 具有 最 短 平 均 字 长 的 量化 器 。 量 化 兰 输 出 的 量化 系数 最 后 再 进行 科 编码 。 灶 编 码 问题 已 
在 上 一 节 做 了 简单 介绍 ,本 节 主要 讨论 基 的 选择 和 量化 器 设计 这 两 个 问题 。 

原始 图 像 图 像 分 解 量化 (SQ.YQ) 类 编 码 编码 比特 流 












































图 8.?7 图 像 变 换 编码 过 程 
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将 信号 视 为 随机 过 程 ,变换 编码 器 在 正 交 规范 基 吕 = jsojw<osv-, 下 分 解 信 号 世 ， 


五 = 吕 和 (有 (8.5.1) 
本 
其 中 ,每 一 变换 系数 
Ai 
(本 ) =《〈 下 ,go》= > (pn)87 (nm) (8.5.2) 
生 





都 应 祝 为 随机 变量 ,也 就 是 一 个 信 源 符号 。 刀 《mm) 可 取 任 意 实数 值 ,为 构造 有 限 字 长 码 , 每 一 


系数 fo(m) 由 其 量化 值 部 se(mm) 近 做 ,证 se(m) 只 能 在 有 限 实数 集合 上 取 值 。-- 般 应 对 量化 系 
数 再 进行 糯 编 码 ,例如 前 面 提 及 的 对 灰 度 图 像 的 焙 编 码 。 从 量化 系数 重 构 的 信号 是 


1 


京 = 字 (m)&。 (8.5.3) 

















显然 , 评 仅仅 是 信号 关 的 和 址 近 ,所 以 变换 编码 是 有 失真 编码 。 定义 失真 率 
Al 
= 玫 一 训 必 | = 六 帮 || 古 (mm) 一 二 (mm) (8.5.4). 
人 


来 度 贡 郊 对 信号 的 通 近 程度 。 不 难 理解 ,量化 器 的 平均 码 字 长 度 越 长 ,失真 率 越 小 ,但 平均 
码 字 长 度 越 长 ,量化 咒 的 编码 效率 越 低 , 压 缩 比 越 小 。 所 以 必须 在 失真 率 和 编码 效率 之 间 进 行 
折 中 ,量化 器 的 设计 应 该 在 给 定 平均 码 字 长 度 的 条 件 下 使 (8. 5.4) 式 所 示 的 均 方 误差 最 小 ,或 
在 给 定 失真 率 的 条 件 下 使 平均 码 字 长 度 最 短 。 


8.5.1 量化 器 


量化 器 有 标量 量化 和 矢量 起 化 两 种 方式 。 标 量 荆 化 独立 地 通 近 每 一 个 内 积 系数 Ye(m) 。 
通过 选择 适当 的 正 交 基 , 使 变换 域 上 的 内 积 系数 相关 性 很 小 时 ,矢量 量化 对 量化 器 人 能 的 改进 
很 少 ,而 及 标量 量化 的 计算 量 较 少 ,所 以 标量 量化 较 常 使 用 。 以 下 主要 讨论 标量 量化 器 。 
7=Q(z) 


于 
ks1 
一 一 
下 0 kt0.S (krl)+0.5 
(b) 


图 8.8 标量 量化 器 

标量 量化 器 的 输出 -输入 关系 y = Q(z) 如 图 8. 8 所 示 , 输 入 x 为 连续 实数 ,输出 为 不 连 
续 的 ( 即 量化 的 ) 实 数 。 设 z 在 [*, 刀 区间 连续 取 值 ,将 [a,5] 划 分 为 天 个 长 度 不 一 定 相等 的 量 
化 区 间 |(z- zs) | sse; 其 中 ,=ax =bo 当 ze (masi) 时 ,标量 量化 器 将 属于 这 一 量化 
区 问 的 = 值 都 用 一 个 确定 的 值 为 来 通 近 , 凶 @(z) = 入, 如 图 8.8(a) 所 示 。 对 变换 编码 而 言 , 量 
化 器 的 输入 Xa(m) 是 连续 取 值 的 ,输出 证 s(mm) 的 值 是 量化 的 。 四 含 互 人 就 是 量化 器 的 - -个 简 
单 例子 ,这 只 将 整个 实 轴 划 分 为 等 长 的 量化 区 间 [# -0.5 必 +0.5]iz, 当 se[k-05+05] 
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时 ,CQ4z) = 大 ,如 图 8.8(b) 所 示 。 
假设 随机 灾 量 瑟 的 概率 密度 函数 PCx) 已 知 , 则 量化 均 方 误差 





4= (= 人 (ze-00z)) PCz)dx 《8.5.5) 
车 量化 区 间 的 长 度 Ay =x -xx 是 够 小 , 则 瑟 E (x_i,xx) 的 概率 为 
Pr = BOxz)Ar (8.5.6) 
很 容易 证 明 [3] : 
定理 8.7 当 z*e (mvzts) 时 ,如 Q@(z) = (+s-)7]2, 则 量化 均 方 误差 最 小 ,有 
4 (8.5.7) 
上 述 定理 意味 着 ,当量 化 区 间 的 长 遮 足够 小 时 ,使 量化 误差 最 小 的 量化 器 应 取 量化 值 为 基 
化 区 间 的 重心 。 
均匀 量化 器 是 很 重要 的 一 种 量化 器 .这 时 所 有 量化 区 间 的 长 度 相同 , 均 为 
有 和 = 四 二 《8.5.8) 
冠 理 8.7 告诉 我 们 ,如 A 足够 小 ,最 小 量化 均 方 误差 
4 = 全 m = 各 (8.5.9) 
与 信 源 的 概率 密度 函数 无 关 。 
上 面 讨论 了 使 划 化 误差 最 小 的 量化 器 ,下 面 讨论 在 给 定量 化 误差 的 前 提 下 ,如何 设 计量 化 
器 使 平均 码 字 长 度 最 短 。 焙 编码 理论 告诉 我 们 ,信息 入 规定 了 平均 码 字 长 度 的 理论 极限 。 设 








在 化 器 为 立 =@( ,根据 信息 入 的 定义 


五 (总 ) = - 半 paoen 《8.5. 10) 
由 于 扎 是 连续 地 值 的 ,定义 所 谓 的 微分 箭 如 下 
尼 (X) = -三 Palogp(zasx (8.5.11) 
刻 量 化 区 间 的 长 庆 足 够 小 , 则 可 以 证 明 [3] : 
所 是) > 也 ( 科 -于 log(12d) (8.5.12) 


当 皇 仅 当 量化 器 为 均匀 量化 器 时 ,上 式 中 等 号 成 立 。 
上 述 结论 意味 着 均匀 量化 器 使 得 平均 码 字 长 度 最 短 , 且 最 短 平 均码 字 长 度 为 


Ri = 娃 ( 误 ) = 忆 (XY) - logA (8.5.13) 
此 时 量化 误差 为 


dt(Rr) = 和 2 (8.5.14) 
8.3.2 比特 分 配 


信号 芋 经 过 正 交 变 换 之 后 ,量化 器 将 每 一 个 内 积 系数 如 (mm) 量 化 为 区 (mm)。 内 上面 讨 
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论 知 道 ,采用 均匀 量化 器 将 使 得 量化 误差 &. = Bi Ta(m) - 半 s(m) 最小, 旦 平均 码 字 长 度 
民 。 = 再 (To(m) ) -logzAn, 其 中 A。 是 对 r(z) 的 量化 区 间 长 度 。 现 在 的 问题 是 如 何 优化 选 
择 14。fo<nsw-t, 对 给 定 的 总 量化 误差 

dL = > 几 《8.5.15) 
使 得 总 平均 码 字 长 度 

尽 = 立 久 (8.5.16) 
最 短 。 本 

以 不 = 环 /W 表示 每 个 样本 的 平均 码 字 长 度 , 则 可 以 证 明 [3] : 


定理 8.8 如 对 所 有 内 积 系数 ,量化 区 间 长 度 都 相等 , 且 
124 





As = ,0 么 由 和 W-1 (8.5.17) 
以 及 对 给 定 的 总 生化 误差 
(局 = 各 52 下 (8.5.18) 
其 中 ， 
元 - 下 呈 凤 Catm] (8.5.19) 
为 平均 微分 炳 ,这 时 总 平均 码 字 长 度 最 短 。 








上 述 定理 意味 着 ,如 沿 基 如 的 每 个 方向 g。 都 设置 相等 的 量化 区 间 长 度 从 而 引 和 人 相 等 的 
均 方 误差 由 = As712 = a/N, 那 么 量化 器 是 最 优 的 。 这 时 用 来 对 ts(m) 进 行 量化 编码 的 平均 
三 字 长 度 
R。= 下 [Xs(m)] -3 (8.5.20) 
最 短 , 且 它 仅 取决 于 To(m) 的 微分 炳 。 
8.5.3 最 优 基 


从 定理 8. 8 可 以 看 到 ,为 使 总 平均 码 字 长 度 最 短 ,应 选择 适当 的 基 使 平均 微分 业 最 小 。 一 
般 说 来 ,Ye(m) =《X,8。 )》 的 概率 密度 函数 与 各 基 矢 量 gw 的 依赖 关系 非常 复杂 ,难以 计算 。 但 
当 信号 是 高 斯 随机 过 程 时 ,变换 域 系数 za ( 吴 ) 在 任何 基 下 都 是 高 斯 随机 变量 ,其 概率 密度 函 
数 仅 取决 于 方差 oa 





1 
7 人 二 | 





pn(z) = 


从 而 可 算出 Ya(m) 的 微分 炳 
机 [Ze(m)] = logar。 + log v5me 
代 人 (8.5. 18 ) 式 得 总 量化 误差 


d( 责 ) = TENp22 生 (8.5.21) 
和 6 AD 
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其 中 , 屯 是 所 有 方差 的 几何 平均 


-1 


三 = (机 o)” (8.5.22) 


交 
这 意 昧 着 最 优 基 应 使 疡 最 小 。 

可 以 证 明 : 在 信号 蕊 的 开工 基 下 ,几何 平均 方差 六 最 小 ,从 而 总 生化 误差 最 小 。 当 信号 可 
以 用 高 斯 随机 过 程 模型 描述 时 ,17s ( 疡 ) | snsw-( 征 联合 高 斯 分 布 的 ,而 在 天 二 基 的 分 解 下 , 它 
们 又 是 互 不 相关 的 ,所 以 它们 是 相 丈 独 立 的 。 分 解 系数 的 独立 性 说 明 用 标量 量化 而 不 用 矢量 
量化 的 合理 性 。 


8.6 小 波 变 换 编 码 


最 新 的 小 波 编码 器 都 沿 效 变换 编码 的 基本 思想 , 即 去 相关 人 性。 同样 的 ,小 波 编码 器 也 由 变 
换 , 量 化 和 箭 编码 等 3 个 主要 部 分 构成 。 目 前 ,人 们 围绕 这 3 个 方面 的 内 容 开展 小 波 编码 器 的 
研究 。 将 原始 图 像 经 二 维 小 波 变换 后 ,转换 成 修 波 域 上 的 小 波 系数 ,然后 对 小 波 系数 进行 二 化 
编码 。 由 于 小 波 变 换 后 使 得 原始 图 像 能 生 集 中 在 少量 小 波 系 数 上 ,因此 最 简单 的 系数 量化 方 
法 就 是 将 某 一 阔 值 以 下 的 系数 滤 去 (或 者 表现 为 恒定 常数 ) ,只 保留 那些 能 量 较 大 的 小 波 系 数 
进行 焙 编 码 , 从 而 达到 数据 压缩 的 目的 。 在 这 时 ,所 采用 的 标量 量化 方法 是 分 别 在 不 同 分 辩 率 
《不 同 分 解 层 次 ) 的 小 波 频 带 来 完成 的 。 


8.6.1 子 带 编码 


小 波 编 码 在 实现 机 构 和 方法 上 与 子 带 编码 非常 一 致 ,可 以 说 小 波 编码 是 子 带 编码 的 特例 。 
子 带 变换 器 是 一 个 多 通道 数字 信和 号 处 理 系统 ,如 图 8. 9 所 示 。 显 然 ,图 5. 1 所 关 双 通道 多 采样 
率 滤波 器 组 实际 上 是 子 带 变换 器 的 一 种 特殊 情况 。 图 8. 9 中 的 左边 是 子 带 变换 的 正 变换 , 孔 ， 
也 ，…2aw-1 称 为 分 析 滤 波 器 组 ,对 信号 进行 滤波 之 后 ,输出 的 信号 被 抽取 , 即 每 W 个 离散 值 只 
保留 一 个 。 图 8. 9 的 右边 是 子 带 变换 的 逆 变 换 ,被 滤波 和 抽取 的 信号 首先 经 过 插 零 处 理 ,接着 
通过 综合 滤波 器 组 Co,C,,…,Cw-, 最 后 重 构 出 信号 。 当 分 析 滤 波 器 组 和 综合 滤波 器 组 满足 一 
定 条 件 时 ,原始 信号 能 从 这 些 组 抽 皮 的 数值 中 完全 重建 ,这些 条 件 称 为 理想 重 构 条 件 。- - 
般 来 说 , 子 带 编码 并 不 强求 使 用 理想 重 构 条 件 , 但 用 小 波 编码 时 则 使 用 严格 的 理想 重 构 滤 波 
器 ,并 且 要 求 符合 正则 性 条 件 -。 
产 蕊 器 上 一 -人 上 
















































































一 呈 上 寺 玫 下 一 -Le 上 fs 









































下 二 4 Go 








图 8.9 子 带 变换 
子 带 编码 的 基本 思想 是 ,将 原始 信号 通过 一 组 滤波 器 滤波 后 并 抽取 ,被 分 成 若干 个 包含 有 
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限 频 宽 的 子 带 ,然后 对 每 一 个 子 带 根据 其 不 同 的 频率 分 布 特性 采取 不 同 的 编码 方案 ,如 标量 量 
化 或 者 矢量 量化 等 等 ， 

子 带 编码 的 优点 在 于 : 呈 由 于 每 个 子 带 都 独立 处 理 ,因此 其 编码 和 解码 的 误差 不 会 扩散 到 
其 他 子 带 ;@ 通 过 改变 不 同 子 带 内 的 比特 分 配 ,整体 的 编 公 误差 以 视觉 最 优 的 方式 分 布 在 各 个 
子 带 中 。 产 生子 带 的 过 程 本 身 并 没有 压缩 信号 ,各 个 子 带 里 的 采样 点 数 之 和 仍然 等 于 原始 信 
号 中 的 采样 点 数 ,但 是 原始 信号 的 能 量 在 各 个 子 带 得 到 重新 分 配 ,使 得 独立 对 子 带 系 数 进 行 纺 
码 比 直接 对 原始 信号 编码 更 为 有 效 。 

二 维 小 波 变换 实际 上 是 用 一 组 柑 下 独立 的 二 维 小 波 基 函数 将 一 幅 图 像 分 解 成 4 部 分 ,也 
就 是 将 一 幅 网 像 分 解 成 4 个 子 带 ,每 个 子 带 包含 着 闵 始 图 像 的 不 同 频率 成 分 ,而 且 基 有 定 的 
空间 版 向 。 


8.6.2 小 波 基 及 分 解 级 数 的 选取 


虽然 选择 最 优 小 波 基 用 于 图 像 编 码 是 一 个 非常 棘手 的 问题 ,但 还 是 存在 - 些 设计 标准 ,如 
平滑 屹 . 遇 近 精度 ,支撑 大 小 和 滤波 频率 选择 等 ,这 些 都 是 很 重要 的 特性 。 如 何 最 佳 也 组 合 这 
些 特 性 仍然 有 待 于 人 们 的 深入 研究 。 

正 交 小 波 基 的 平滑 性 与 消失 矩 对 周 像 压缩 效果 有 一 定 的 影响 ,并 且 平 滑 性 的 影响 要 高 于 
消失 矩 。 例 如 Harr 小 波 基 中 于 不 连续 ,会 造成 恢复 图 像 中 出 现 方块 效应 , 而 采取 其 他 光滑 的 
小 波 基 则 会 消除 方块 效应 。 在 实际 应 用 中 ,-- 般 要 选择 具有 平滑 特性 的 小 波 基 , 加 时 为 了 简化 
计算 ,只 考虑 一 阶 和 二 阶 导数 连续 的 小 波 基 。 在 送 近 理论 框架 下 , 样 条 小 波 非 常 适合 用 于 网 像 
斤 缩 编码 。 

由 于 小 让 变 换 过 程 实际 上 是 信号 与 滤波 器 卷 积 的 过 程 ,因此 ,滤波 器 的 长 度 增加 将 导致 郑 
积 运算 量 增加 ;站 甩 从 边界 延 折 来 看 ,滤波 器 长 度 越 长 , 延 折 的 点 越 多 ,造成 赂 像 恢 复 的 失真 也 
越 大 ,应 适中 地 选择 滤波 器 长 度 。 晶 前 ,人 们 普 包 选择 B 样 条 小 波 林 所 对 应 的 双 正 交涉 波 器 
用 于 图 像 讨 缩编 码 ,例如 9/7 双 正 交涉 波 器 (9 和 ?7 分 别 为 分 解 和 重 构 低 通 滤 波 器 长 度 ) 。 此 
外 , 双 焉 交 小 波 基 所 构成 的 滤波 器 的 相位 是 线性 的 。 这 也 是 人 们 常 选 择 双 正 交 小 波 基 的 理由 。 
9/7 双 正 交 泪 波 器 构成 的 尺度 两 数 和 小 波 如 网 5. 4 所 示 , 其 滤波 器 系数 为 : 

PP= 0.0378 -00238 -0.1106 03774 0.8527 03774 -01106 -0.0238 00378 








































































































六 = -0.0645 -0.0407 0.4181 0.7885 0.4181 -0.0407-0.0645 

虽然 小 波 分 解 / 重 构 的 级 数 越 多 ,产生 的 子 带 越 多 .对 频带 的 划分 越 细 ,有 利于 编码 ;但 是 由 于 
上 -级 频带 分 解 的 信和 号 输 陋 又 作为 下 一 级 频带 分 解 的 输 和 人 ,级 数 增加 意味 着 级 连 的 滤波 器 增多 , 造 
成 的 信号 移 位 也 增 大 。 另 一 方面 ,由 于 每 次 小 波 系数 分 解 / 重 构 都 至 进行 边界 延 拓 ,级 数 越 多 引起 
的 边界 失真 也 就 越 大 。 内 此 在 实际 应 用 中 ,确定 分 解 / 重 构 的 级 数 要 兼顾 不 同方 面 的 影响 。 


8.6.3 小 波 零 树 编码 [ 14] 


零 树 编码 中 小 波 变换 编码 中 很 有 代表 性 的 算法 。 

如 3.5 节 所 述 ,在 用 一 维 Mallat 算法 对 原始 赂 像 进行 分 解 时 ,如 分 解 为 下层 , 则 得 到 3M 
个 高 频 子 图 ( 子 带 ) 和 1 个 低频 子 图 。 用 工 表示 - - 维 低 通 滤波 器 ,用 H 表示 一 维 高 通 滤 波 器 ， 
则 FL,LH, HI 和 HH 表示 4 个 具有 不 同 频率 特性 和 方向 性 的 二 维 复合 滤波 器 。LL 表示 沿 水 
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平方 向 和 穗 直 方向 作 低 通 让 波 ,用 于 分 解 图 像 的 低频 分 量 , 即 原始 图 像 的 概 锐 ;LH 表示 沿 水 平 
方向 作 低 通 滤波 , 沿 垂直 方向 作 高 通 滤波 ,用 于 检测 诛 始 图 像 垂 直方 身 的 高 频 细节 ( 如 水 平方 
向 的 边缘 ) 。 类 似 的 ,HL 用 于 检测 原始 岁 像 水 平方 向 的 高 频 细节 (如 垂 贞 方 向 的 边缘 ) ,而 RH 
则 用 于 检测 原始 网 像 斜 线 方向 的 高 频 细节 。 留 8. 10 表示 对 图 像 作 3 层 小 波 分 解 的 情况 。 低 
频 子 图 保 出 了 原始 多 像 的 主要 特征 ,聚集 了 原始 图 像 的 绝 大 部 分 能 量 。 务 高 频 子 图 中 大 量 的 
系数 很 小 ,对 应 原始 图 像 的 平缓 变化 区 域 ;而 少量 的 大 幅 信 小 波 系数 则 对 应 着 岁 像 的 细节 ,如 
边缘 和 纹理 结构 等 ,所 以 同 一 方向 的 各 高 频 子 图 在 视觉 上 具有 家 似 的 轮廓 , 凤 存 在 机 似 性 。 图 
像 分 解 之 后 ,低频 子 图 与 各 高 频 子 图 的 像素 数量 之 和 等 于 原始 图 像 的 像素 数量 ,所 以 小 波 变换 


木 身 并 不 能 压缩 人 @ 像 。 
LL3 寸 HL3. JHL2， HL1 
LH3 | 本 
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图 8&. 10 网 像 的 小 波 分 解 

由 于 图 像 能 基 主要 集中 在 低频 子 图 系数 和 各 高 频 子 图 的 少量 系数 上 ,可 以 取 -个 适当 的 
冰 值 7, 绝 对 值 小 于 了 的 小 波 系数 称 为 次 要 系数 ,否则 称 为 重 归 系数 。 小 波 零 树 编码 充分 利用 
利用 了 各 高 频 子 图 的 析 侯 性 。 较 低 分 辨 率 上 的 系数 称 为 父系 数 , 与 父系 数 同 -方向 但 在 较 高 
分 辨 率 上 的 系数 称 为 其 子 系数 。 统 计 实 验 结果 表明 :如 果 某 一 父系 数 为 次 要 系数 , 则 与 之 对 应 
的 大 片子 系数 均 是 次 娶 系 数 的 概率 很 大 ,这 就 是 小 波 系数 的 零 树 特性 。 在 图 8. 10 中 ,如 在 
HH3 子 图 中 位 于 (zy) 的 系数 "是 次 要 系数 , 则 可 以 认为 在 HH2 子 图 中 位 于 (25,27) , (21+1， 
) ,2527+1) 和 (22+1,2+1) 的 4 个 子 系数 责 ~ 如 也 是 次 要 系数 ,进一步 还 可 以 把 HHI 子 
中 的 16 个 子 系数 c ~ ck 也 视 为 次 村 系数 。 在 编码 过 程 中 ,根据 半 值 了 将 系数 a 分 为 4 类 

人 Da 及 其 各 级 子 系数 都 是 次 要 系数 , 称 a 为 零 树 根 。 在 后 续 的 编码 中 ,对 零 树 根 的 子 系数 

不 予 编码 。 而 在 解码 时 ,将 零 树 根 及 其 各 级 子 系 数 全 置 为 零 。 

人 @)a 是 次 要 系数 ,但 它 的 子 系数 中 有 ! 个 或 多 个 是 重要 系数 , 称 a 为 孤立 只。 

鳄 a 是 正 的 重要 系数 。 

@Da 是 负 的 重要 系数 。 

在 零 树 编码 中 ,希望 找到 尽 可 能 多 的 零 奈 根 以 压缩 编码 ,因此 从 最 低 分 辩 率 开始 按 2 字 
形 逐 级 向 高 分 辩 率 扫描 各 个 子 赂 ,如 图 8. 11 所 示 。 此 外 ,为 了 提高 速度 ,对 每 个 子 图 内 的 系数 
按 2 x2 ,4 x4,… 的 区 域 虹 序 扫描 。 判 断 系 数 类 型 的 程序 流程 如 图 8. 12 所 未, 由 于 系数 有 4 种 
类 型 ,可 用 2 比特 标识 符 进 行 标识 ,在 编码 中 将 标识 符 保存 下 来 ,例如 零 树 根 .孤立 零 , 正 重要 
系数 和 负重 要 系数 的 标识 符 分 别 为 00 .01 .10 和 11。 
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图 8.11 系数 编码 时 的 扫 捞 顺序 
输 人 系数 





编 成 亚 玛 编 成 负 到 缩 成 孤立 零 码 编 成 零 树 根 码 


赎 8. 12 系数 类 型 编码 输出 的 程序 流程 
在 零 树 编码 中 ,还 需要 对 正 ` 负 重要 系数 的 幅 值 进行 量化 ,如 图 8. 13 所 示 为 了 减少 存储 


的 比特 数 , 需 要 把 重要 系数 的 幅 值 编码 与 阔 值 联系 起 来 
足 27> 最 大 的 小 波 系数 , 且 了 =2"。 用 了 对 所 有 系数 进 








,具体 过 程 为 :选择 初始 闭 值 了 使 之 满 
行 检测 ,检测 到 重要 系数 时 ,判断 其 所 











属 区 间 ( 设 区 间 长 度 为 过, 则 区 间 总 数 为 ?AZ) ,输出 类 型 码 和 区 站 代码 (其 比特 数 为 log: (7 
已 ) ;然后 再 用 772 为 阔 值 重复 上 述 过 程 ,以 此 类 推 ,每 次 都 使 闵 值 减少 一 半 ,直到 压缩 比 与 图 

















像 质 量 达到 要 求 为 止 。 


在 图 像 解 码 过 程 中 ， 首先 恢复 最 重要 的 系数 ,再 恢复 阔 值 减 半 后 的 系数 ,依次 重复 ;也 可 以 
根据 图 像 质量 随时 停止 解码 。 解 码 时 根据 代码 将 该 系数 恢复 成 其 所 属 区 间 的 中 生 值 。 如 采用 


的 区 间 长 度 为 工 =8, 则 解码 最 大 误差 不 超过 4。 
在 零 树 编码 中 ,需要 存储 或 传输 的 数据 有 类 型 码 和 
编码 以 提高 压缩 比 。 
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区 间 代 码 两 种 数据 流 ,可 对 它们 进行 赠 
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把 ( 卫 27) 分 成 7Z 个 区 间 ， 对 每 个 区 间 
进行 编码 ， 其 比特 数 为 log: (TZE )》 














判断 * 所 属 区 亲 








输出 区 间 代 码 











图 8.13 幅 值 编 色 流程 图 
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泛 图 分 析 简 介 


PR 放 吉 训 放 的 让 拉 攻 0Re 


9.1 集 及 其 运算 


所 渭 集 合 ,是 指 具 有 某 些 共同 作 质 的 事物 的 全 体 。 

例如 :N( 自然 数 集 ) ,Z( 整数 集 ) ,Q( 有 理 数 集 》,R( 实数 集 ) ,C( 复数 集 ) ,K( 杯 量 集 ) 。 标 
基 集 既 可 以 是 实数 集 , 也 可 以 是 复数 集 。 上 面 列举 的 是 数 集 , 实 际 上 具有 某 些 共同 性 质 的 所 有 
函数 可 以 构成 函数 集 。 

通常 有 两 种 描述 集 的 方式 ， 

17 列 出 集中 所 有 的 元 素 。 例 如 := 11.2，…or 

2 ) 代 表 元 素描 述 法 。 例 如 : 己 (R) = lx = 双人 :| Ke) Pd <w1 


上 式 中 , 声 (如 ) 是 所 有 可 测 的 ,平方 可 积 的 函数 集 。z 足 集 的 代表 元 素 , 它 是 一 个 函数 ( 可 以 是 
一 个 实 蚌 数 , 也 可 以 是 一 个 复 函 数 ) 。 骨 号 后 面 的 数学 表达 式 进 一 步 描述 了 代表 元 素 的 性 质 ， 
即 随 数 模 的 平方 在 整个 实 町 上 的 积分 为 一 有 限 值 。 积 分 是 勒 贝 格 意义 下 的 积分 , 面 不 是 一 般 
的 黎 曼 积分 。 从 信号 处 理 的 角度 来 看 , 丽 数 关 芒 是 一 个 一 维 信号 ,: 既 可 以 是 时 闻 , 也 可 以 是 
空间 ; 纪 可 能 是 兰 时 间 变化 的 电压 或 电流 ,也 可 能 是 随 空间 分 布 的 光波 的 幢 虚 。 我 们 知道 ， 
功率 与 电压 或 电流 的 平方 成 正比 ,与 光 振动 的 幅度 的 平方 成 正比 , 故 天 上 平方 的 积分 可 理解 为 
信号 的 能 量 。 所 以 ,所 有 能 址 有限 的 模拟 信号 都 属于 严 (RR) 。 
又 例如 :PP= jz= (如 ) er 丰 EK， 之 |<m1 


是 所 有 平方 可 和 的 数列 集 。 然 ,所 有 能 量 有 限 的 数字 信号 都 属于 己 。 
定义 了 集 之 后 ,要 讨论 集 和 集 之 间 的 关系 。 
定义 9. 1 肌 射 ;如 图 9. 1 所 示 , 王 和 了 为 集 ,4 是 XY 的 子 集 , 即 4CY。 如 对 4 中 的 任意 元 
素 *s4, 均 有 了 中 惟一 的 元 素 7 与 之 对 应 ,将 这 种 对 应 关系 称 为 从 4 到 了 的 胰 射 7, 沁 为 
= 站 (9.1.1 
Y 称 为 xz 的 像 。4 称 为 了 的 定义 域 , 记 作 D(7) 。 所 有 像 的 集合 称 为 了 的 值 域 或 像 集 , 记 作 
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吧 (7) 。 映 射 了 又 称 为 从 王 到 了 的 算 子 。 


图 9.1 机 射 

其 实 映射 可以 看 成 函数 概念 的 推广 。 例 如 y = 瑚 芒 是 一 个 实 函 数 , 即 Fe 玉 , 且 7E 玫 , 则 函 
数 实际 上 是 从 实数 集 灵 到 实数 集 只 的 映射 ,函数 是 将 一 个 实数 上 映 射 为 另 “个 实数 。 又 如 傅 立 
叶 变 换 , 假 定 信号 /2) 的 傅立叶 变换 为 Fw) ,A(O s 忆 (R) ,根据 巴塞 殉 定 理 知 &(w) < 已 
《8) , 则 傅立叶 变换 是 从 屡 ( 有 ) 到 严 (R) 的 映射 。 或 者 说 ,傅立叶 变换 足 将 一 个 电 数 映射 为 另 

:个 两 数 。 

映射 实际 上 是 某 种 数学 运算 。 例 如 傅立叶 变换 ,将 丽 数 扎 纪 乘 以 em 的 共 氏 再 积分 就 得 到 

它 的 傅立叶 变换 PR(w) 。 妃 (如 ) 中 任意 两 个 元 素 的 内 积 定义 为 


CD ,8(D》= 的 Dg(Dd 
故 傅立叶 变换 可 表示 为 内 积 形 式 
ECo) = 罗 Dedl = (Kemy》 


9.2 距离 空间 


在 集 的 基础 上 ,引信 一 些 拓扑 结构 可 以 形成 不 网 的 空间 。 距 离 是 一 种 几何 结构 , 它 是 通常 
欧 几 里 德 空间 中 距离 概念 的 排 广 。 


9.2.1 距离 空间 的 定义 


首先 定义 路 离 空间 ,然后 列举 几 个 重要 的 距离 空间 。 
定义 9.2 设 关 是 一 个 集 , 如 能 对 习 中 任意 两 个 元 素 * 和 7 定义 距离 &(x,y) ,使 其 满足 











1)e(xr,7) 关 0,4 是 实 的 ,有 限 的 非 负数 (9.2.1) 
2)d(x,y) =0, 当 且 仅 当 z =y 《9.2.2) 
3)d(xz,y) =dy,z) 【对称 性 ) (9.2.3) 
4)d(z,7)st(xz,z) +d(zy) (三 角 不 等 式 ) (9.2.4) 


则 称臣 是 一 个 距离 宰 间 , 记 为 CE,4) ,@4 是 定义 于 不 上 的 曙 离 。 上 列 4 式 称 为 忠 离 空间 的 公 
理 - 在 集 的 基础 上 , 先 定义 媳 离 ,然后 证 明 它 满足 上 列 4 条 公理 , 则 这 个 集 才 形成 一 个 距离 
空间 。 
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例 9.1 ”网 儿 申 德 平面 ( 一 维 欧 几 里 德 空间 ) 。 
如 图 9.2, 欧 几 里 德 平面 居 的 两 个 元 素 * 和 y 是 平面 上 的 两 个 点 。 用 两 个 有 序 的 实数 
《 横 坐 标 和 纵 坐 标 ) 来 描述 平面 上 的 一 个 点 。 定 义 
(xy)》 = VS 一 有 (和 人 


则 不 灼 验证 , 它 满足 上 述 4 个 距离 公理 ， 故 (六 ,d) 为 一 上 距离 空间 。 


7 《mp 和) 


(全 





岁 9.2 二 维 欧 氏 空 间 
还 可 以 定义 另 一 形式 的 距离 
de) = | 和 一 太 |+ | 和 一 态 | 

且 也 满足 臣 离 公 理 , 故 ( 下 , 字 ) 也 为 一 距离 空间 。 从 这 个 例子 可 见 ,对 同一 集 , 可 定义 不 同 的 
距离 ,从 而 构成 不 同 的 距离 空间 。 

例 9. 2 方 可 和 序列 集 2(p>1, 为 一 确定 实数 ) 。 

忆 方 可 和 序列 集 严 定义 为 

0 
如 定义 距离 
Cr (入 放 - 站 ，= 

则 芷 离 公理 中 的 前 3 条 很 容易 验证 ,第 4 条 要 利用 Hilder 不 等 式 来 验证 。 可 见 思 方 可 和 序列 
集 严 也 可 以 构成 一 个 距离 空间 。 

例 9.3 平方 可 积 函数 集 严 ( 肌 ) 。 

定义 己 (R) 中 任意 两 个 元 素 扎 和 &( 昌 之 间 的 距离 为 


, 人 2 
{J mo -eco Pd 
可 以 验证 它 满足 4 条 距离 公理 ,所 以 平方 可 积 函数 集 叱 (及 ) 构 成 一 个 距离 空间 。 
9.2.2 极限 ,完备 性 
极限 是 数学 分 析 中 最 基本 的 概念 ,微分 和 积分 邦 是 在 极限 概念 的 基础 上 定义 的 。 如 xc 
尽 , 则 Ax-0 实际 上 是 指 实 轴 上 两 个 点 x 和 + Ax 之 间 的 虐 离 趋 近 于 零 。 所 以 在 距离 宝 间 中 
定义 距离 之 后 ,也 可 以 在 距离 空间 中 引入 极限 概念。 


定义 9.3 距离 空间 的 极限 。 
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设 }x。| 为 上 距离 空间 (Xda) 中 的 一 个 点 烈 ,车 存在 * < 达 , 使 得 


limd(xvz) =0 (9.2.5) 
则 说 }x,| 是 收敛 的 ,z 称 为 ix.1 的 级 限 ,写成 
limx = xz 或 加 一 (9.2.6) 


必须 注意 :不 能 把 距离 空间 中 的 点 简单 地 理解 为 欧 氏 空间 的 点 。 例 如 方 可 和 序列 空间 六 中 
的 一 个 点 是 一 个 序列 。 与 疡 类 似 , 也 可 以 定义 忆 方 可 积 函 数 空 间 己 (有 R) , 它 的 点 是 一 个 函数 。 
由 于 距离 是 一 个 非 负 实数 , 故 (9. 2. 5) 式 中 极限 的 概念 可 以 按 以 前 学 过 的 极限 概念 理解 ,而 
9. 2.6) 式 应 按 (9.2.5) 式 理解 , 即 x。 趋 近 于 x 应 理解 为 4d(x,x) 趋 近 于 零 。 

有 了 极限 的 概念 之 后 ,和 数学 分 析 中 类 似 , 可 以 引 人 栈 射 连续 性 的 定义 。 

定义 9. 4 酉 射 连续 性 。 


设 革 =(Xd) 和 了 = (也 人) 是 两 个 距离 空间 ,7 丰 -* 了 是 从 下 到 了 的 映射 。 如 对 下 中 的 某 
一 点 徊 E 下 及 任意 小 的 一 个 数 es >0, 总 存在 5> 0, 对 满足 d(x,m) <6 的 所 有 xsX, 使 


(Te,Txo) <s, 则 称 映射 科 夺 > 在 点 如 连 续 。 

如 了 在 式 内 所 有 点 连续 , 则 称 7 为 连续 映射 。 

定义 9.5 柯 西 列 。 

设 1 是 距离 空间 (于 ,ad) 中 的 一 个 点 列 ,如 对 任意 的 e。 >0, 总 存在 We) 使 得 

dxaoxs) < ev 中 mm > (9.2.7) 

则 jx。 上 称 为 下 的 柯 西 列 或 基本 列 。 

完备 : 若 蝶 离 空间 X 中 任意 柯 西 列 都 收敛 , 则 说 工 是 完备 的 。 

在 实数 域内 , 柯 西 列 和 收敛 列 是 等 价 的 。 但 对 一 般 上 距 离 空 间 而 言 , 收 敏 列 比 柯 西 列 条 件 更 
强 , 即 收敛 列 一 定 是 柯 西 列 ,但 栖 西 列 却 不 一 定 是 收敛 列 。 


9%.2.3 开 集 和 闭 集 


定义 9.6 开 球 , 邻 域 。 
给 定 距 离 空间 (T,d) 中 的 一 点 m e 下 及 一 实数 >0, 称 集 
如 (xor) =|zedd(xoyxo) < 

为 开 球 ,ze 为 球 心 ,r 为 半径 。 

半径 为 e, 球 心 为 z 的 开 球 8Cxoye) 称 为 点 za 的 邻 域 。 

定义 9.7 内 点 , 开 集 。 

设 # 为 距离 室 间 (X,d) 中 的 一 个 子 集 , 若 对 1 中 的 某 一 点 和 < 时 ,总 存在 8>0, 使 得 
2(xo;5) CH , 则 称 怀 为 好 的 内 点 。 

若 噶 路 所 有 的 点 均 为 其 内 点 , 则 称 对 为 开 集 。 

读者 如 能 回想 一 下 实 轴 上 开 区 间 的 概念 , 则 对 开 集 的 理解 会 有 - . 定 帮 助 。 

定义 98 极限 点 ( 聚 点 ) , 闭 集 。 

设 好 为 距离 空间 (X,d) 中 的 一 个 子 集 ,zao 前 任意 邻 域 至 少 包含 一 个 异 于 x 且 属 十 棚 的 
点 z, 即 * 关 xze 形 , 则 称 和 为 ;的 极限 点 (或 育 点 ) 。 

请 注意 :1W 的 极限 点 可 能 属于 彤 ,也 可 能 不 属于 H。 

涛 冀 的 所 有 极限 点 均 属 于 M, 则 称 灯 为 闭 集 。 
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再 次 提醒 注意 :内 点 和 极限 点 不 是 豆 相 排 太 的 概念 ,实际 上 ,内 点 必然 是 极限 点 。 类 似 的 ， 
开 集 和 闭 集 也 不 一 定 是 两 个 互相 排斥 的 概念 。 


9.2.4 闭 包 、 稠 密 子 集 


它们 是 小 波 分 析 中 常用 到 的 两 个 重要 概念 。 

定义 99 闭 包 。 

由 好 及 它 所 有 的 极限 点 组 成 的 集 称 为 W 的 闭 包 , 表 示 为 开 。 

闭 包 并 是 包含 W 的 最 小 闭 集 。 前 面 已 经 提请 读者 注意 ,4 的 极限 点 可 能 属于 M, 也 可 能 
不 属于 W ,显然 ,将 不 属于 财 的 机 限 点 扩充 进来 ,就 构成 W 的 闭 包 。 

定义 9 10 稠密 子 集 。 

设 式 为 一 距离 空间 ,用 4CBCX。 若 对 任意 的 * e 盏 , 均 存 在 |z| s4 当 ao 时 ,zs 一 sx， 
则 称 4 在 8 中 生 密 ,或 称 4 是 下 的 稠密 子 集 。 若 下 = 克 , 则 称 4 在 B 中 处 处 稠密 。 

可 以 证 明 : 有 四 数 集 0 是 实数 集 丸 的 稠密 子 集 ,也 就 是 说 ,任何 -- 个 无 理 数 都 可 以 用 一 个 
有 理 数 列 去 无 限 道 近 。 无 理 数 是 一 个 无 限 不 循环 小 数 ,可 表示 为 *= ao . ol …, 其 中 mn 为 整 
数 部 分 ,, 为 小 数 点 后 第 ! 位 ,o 为 小 数 点 后 第 2 位 ,a 为 小 数 点 后 第 二 位 。 令 有 理 数列 fx, | 
的 第 个 数 为 m = ao . ataa…as, 当 mo 时 ,显然 有 xx 

闭 包 和 稠密 子 集 是 有 联系 的 ,实际 上 有 下 述 定理 :上 距 离 空间 X 的 子 集 扩 是 稠密 子 集 的 充 
分 必要 条 件 是 用 = 并。 

可 分 上 距 离 空 间 : 若 距离 空间 互 具 有 可 数 且 稠密 的 子 集 , 则 称 疏 是 可 分 的 。 





9.3 线性 空间 


线性 空间 具有 代数 结构 ,主要 是 在 集 的 基础 上 引入 了 加 和 数 乘 这 两 种 代数 运算 。 回 想 -- 
下 熟知 的 全 立 叶 变换 , 它 将 -个 信号 展开 为 若干 正弦 信和 叶 的 线性 着 加 ,其 中 就 有 数 乘 和 加 法 运 
算 。 将 小 波 西 数 伸缩 和 平移 形成 一 个 函数 族 ,小 波 变换 就 是 将 信号 展开 为 它 的 线性 碍 加 。 


9.3.1 线性 空间 (矢量 空间 ) 


线性 空间 通常 又 称 为 矢量 空间 ,其 元 素 称 为 矢量 。 
定义 9.11 线性 空间 。 
对 集 工 ,如 可 定义 加 和 数 乘 运算 , 旦 满足 如 王公 理 
了 对 YVxsye 世 及 Ya,e 帮 ,使 得 
x+yegooxrEX'ix =x 【可 定义 加 和 数 乘 运算 ) (9. 3.1》 
e(iz) = (ab)xzsa(zy +y) = az+oy (9.3.2) 
2) 总 能 定义 零 元 素 0 es 了 ,使 得 0 +x = x 总 能 定义 负 元 素 ( -*) < 开 , 使 得 *+( -zx) =0。 
3) 对 Yx,y,ze 巧 使 得 
AT =Y+4， 和 +(y+z) = (zy) 十 z (9.3.3) 
则 称 坟 为 在 数 域 天 上 的 线性 空间 。 
(9. 3. 巧 式 意味 着 可 在 线性 空间 中 定义 加 和 数 乘 运算 ,上 且 任 意 两 个 矢量 = 和 >y 之 和 x+ 
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一 


仍然 属于 该 线性 空间 ;线性 空间 中 任意 一 个 矢量 zx 乘 以 数 “ 得 到 的 矢量 ax 仍然 属于 该 线性 空 
间 。 这 两 点 非常 重要 。(9. 3. 2) 式 意味 着 线性 空间 必须 满足 乘法 结合 律 和 乘法 对 加 法 的 分 配 
律 。 另 外 ,(9.3, 3 ) 式 告诉 我 们 ,线性 空间 中 的 加 法 必须 服从 加 法 交换 律 和 绪 合 律 。 


9.3.2 线性 闭 包 


定义 9. 12 ”线性 子 空间 。 

设 了 是 线性 空间 蕊 的 非 空子 集 ,如 对 任意 的 和 ,7 se 了 以 及 任意 的 标量 cl ,es 均 有 ay 十 
aa < 也, 则 称 了 为 对 的 线性 子 空间 。 

定义 9. 13 ”线性 闭 包 。 

设 凡 是 线性 空间 X 的 任意 非 空子 集 , 凡 中 矢量 所 有 可 能 的 线性 组 合 之 集 了 称 为 开张 成 
的 线性 子 空间 。 如 将 型 中 矢量 线性 组 合 的 极限 也 包含 到 了 上 中, 则 了 称 为 好 张 丰 的 线性 闭 包 。 

在 小 波多 分 辨 率 分 析 中 ,尺度 函数 由 ( 经 二 进 伸缩 和 平移 得 到 的 函数 族 | 和。( 划 | .ez 是 
驴 C 灵 (RD) 的 正 交 规范 基 , 克 中 的 任意 函数 可 表示 为 1 由。(| ,ez 的 线性 组 合 或 线性 组 合 的 极 
限 , 故 郧 是 { 由 ,与 1 ez 张 成 的 线性 闭 包 。 表 示 为 册 =span1 和 rn( 划 szs 

又 例如 :三 维 欧 氏 空间 刁 中 的 两 个 矢量 (1,0.0) 和 (0,1,0) 是 下 的 一 个 非 空子 集 , 由 它 张 
成 的 线性 子 空 间 就 是 平面 下。 











9.4 赋 范 空间 , 巴 拿 赫 空间 


范 数 是 欧 氏 空间 中 矢量 长 度 概念 的 推广 。 在 线性 空间 的 基础 上 引入 范 数 这 祥 一 个 几何 结 
构 , 就 构成 赋 范 空间 。 赋 范 空间 一 定 可 以 构成 工 离 空 间 , 可 见 它 是 一 种 性 质 很 好 的 空间 。 也 就 
是 说 , 赋 范 空间 既是 线性 空间 (可 定义 数 乘 和 加 法 ) ,又 是 滤 离 空间 ( 可 定义 距离 ) 。 


9.4,.1 赋 范 空间 


定义 9. !4” 赋 范 空 间 。 
设 大 是 一 个 线性 空间 ,如 对 任意 的 xe 蕊 可 定义 一 个 范 数 | xj, 且 满 足 





1) jlx|>0, 即 范 数 是 一 个 非 负 实数 (9.4.1) 
2)1zl=0, 当 且 仅 当 x=0 (9.4.2) 
3) Yae 帮 ,azl= le， lz (9.4.3) 
4)|z+ylslzl+ lyrl 《三 角 不 等 式 ) 《9.4.4) 
则 称 故 为 赋 范 空间 。 
对 赋 范 空间 性 ,可 根据 范 数 定义 如 下 形式 的 距离 
cx,y7) 盘 和 -7 Yxsye 三 《9.4.5) 


很 显然 ,4(x ,7) 满 足 距 离 公理 (9. 2. 1) 式 ~ (9. 2 4) 式 , 故 工 构成 距离 空间 (X,d) ,而 (9.4 5) 
式 称 为 由 范 数 导出 的 距离 。 

完备 的 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 。 下 面 举 几 个 巴 拿 赫 空间 的 例子 。 

倒 9.4 m 维 欧 几 里 德 空间 到 及 本 空间 C" ,定义 
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e= (于 人 (9.4.6) 

例 9.5 p 方 可 和 数列 空间 疡 ,定义 
ll (6 (9.4.7) 

例 9.6 了 方 可 积 画 数 空间 恬 [a,b] 
ze- 人 =Ao:Jroru<s] (9.4.8) 

定义 范 数 为 
bis (Rod (9.4.9) 
对 于 平方 可 积 函数 空间 已 (R) ,其 任意 矢量 几 i) 的 范 数 定义 为 

zl = (三 j 关 DO Pa (9.4.10) 











也 就 是 说 , 范 数 的 平方 就 是 信号 的 能 量 。 在 信号 分 析 中 , 往往 用 一 个 函数 g( 避 去 遇 近 信号 
大 日 , 则 &(D 下 近 丸 纺 的 均 方 根 误差 其 实 就 是 成 六 和 &( 划 的 距离 ,或 者 说 关 D) -8( 昌 的 范 数 ， 
即 





可 本 
IO -aoO1= (人 wo -egCDPd (9.4. 11) 

例 9.7 有 办 数列 空间 号 
CC (9.4.12)》 
e1= sp 上 | (9.4.13) 


例 %.8 连续 函数 空间 C[a,b] 。 
它 是 区 间 {fa, 夺 上 所 有 连续 函数 的 集 ,其 上 的 范 数 可 定义 为 
1 = ,as LA 1 (9.4. 14) 


[ee 


可 以 验证 ,以 上 各 例 中 所 定义 的 范 数 均 满足 范 数 公 理 ,所 以 它们 都 是 赋 范 空间 。 
9.4.2 线性 算 子 


定义 9.15 ”线性 算 子 。 

线性 算 子 是 满足 如 下 两 个 条 件 的 映射 : 

1 映射 了 的 定义 域 咏 (1 是 一 个 线性 空间 , 俏 域 忍 ( 妃 是 在 同 - - 数 域 上 的 线性 空间 。 

2) Yx,ysD(7) .ae 天， 

TUz +y) = 政 + 中 ,TOCax) = 下 (9.4.15) 

等 式 左边 的 加 和 数 乘 是 在 CT) 上 定义 的 ,而 右 达 的 加 和 数 乘 是 在 RCTJ) 上 定义 的 。 

如 映射 了 连续 , 则 称 其 为 连续 算 子 。 

回忆 一 下 映射 的 定义 , 若 革 和 上 是 数量 空间 ,那么 了 就 是 一 般 意 义 下 的 函数 。 若 式 为 赋 
范 空 间 而 了 为 数量 空间 ,那么 了 称 为 泛 函 。 实 际 上 , 范 数 本 身 就 是 一 个 泛 函 。 


9.4.3 有 界线 性 算 子 


定义 9. 16 ”有 界线 性 算 子 。 
令 下 和 了 均 为 赋 范 空间 ,天 DC 下 一 了 , 若 VxeDC7 均 有 一 实数 C 便 得 
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1 < 二 6C，VYxzeD C (9.4.16) 


则 称 了 为 有 界线 性 算 子 。 

注意 :|lz| 是 在 工 土 定义 的 范 数 , 而 ||zx| 是 在 了 上 定义 的 范 数 。 

容易 证 明 ; 连 续 算 子 是 有 界 算 子 , 反 过 来 也 成 立 。 假 若 了 为 有 界 算 子 , 则 当 |z -zol-0 
时 ,由 (9.4. 16) 式 知 | 7x - Fo|--0 ,所 以 了 必然 是 连续 算 子 。 

能 香 找到 一 个 最 小 的 实数 使 (9. 4. 16) 式 成 立 呢 ? 由 (9.4. 16) 式 可 得 


1 <C，YzeDm -10| (9.4.17) 





可 见 最 小 的 5 就 是 | Yes DC7) -191 的 最 大 值 , 称 为 有 界线 性 算 子 的 范 数 (或 模 )。 


lzrl = .和 .3 汪 (9.4.18) 


显然 ， 
四 Peis 17 (9.4.19) 
上 式 在 泛 冰 分 析 中 经 常 使 用 ,请 读者 久 音 。 
算 子 范 数 的 几何 意义 ;通过 呐 射 7, 舌 量 x 的 "长 度 "变换 为 它 的 像 长 度 |zx|, 故 二 下 雪 示 
通过 映射 之 后 , 某 个 矢量 * 的 伸缩 系数 。 对 不 同 的 矢量 ,伸缩 系数 可 能 不 同 , 而 算 子 范 数 
站 | 喜 是 最 大 的 伸 纵 系数 。 





9.5 内 积 空间 ,着 尔 伯 特 空间 


内 积 是 欧 氏 空间 中 两 个 矢量 点 积 概念 的 推广 。 内 积 空间 中 的 投影 定理 在 信号 处 理 中 应 用 
十 分 广泛 。 内 积 空间 可 以 构成 赋 范 空间 。 


9.5.1 内 积 空间 


定义 9. 17 ”内 积 空间 。 
设 于 是 一 线性 室 间 , 若 对 其 中 任意 两 个 矢量 * 和 > 可 定义 内 积 (x,y》, 且 满足 


1D)《*,7) 为 一 实数 或 复数 , 若 内 积 为 实数 ,zz0 时 ,(x,z) 大 于 0 (9.5.1) 
2)4x7》 = 《yx (9.5.2) 
3)(《ax,y)》 = (xy)aE 天 (9.5.3) 
43《4x 沙 5》 一 《YYy)》 二 《2 《9.5.4) 
5)《xz,x》=0, 当 是 仅 当 xz =0 (9.5.S) 
则 称 开 为 内 积 空间 。 

对 内 积 空间 忆 , 可 按 内 积 定义 范 数 

zl = Tssz7T (9.5.6) 


具 满 足 (9.4 1) 式 ~(9.4.4) 式 , 故 开 可 构成 赋 范 空间 。 由 (9. 5. 6) 式 定义 的 范 数 称 为 由 内 积 
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导出 的 范 数 。 
让 内 积 空 间 可 构成 赋 范 空间 ,但 并 非 所 有 的 赋 范 空间 均 可 构成 内 积 空间 。 实 际 上 ,和 
必 Le ,8 是 赋 范 空间 , 当 用 仅 当 P =2 时 ,它们 才 可 构成 内 积 空间 。 





下 面 举 几 个 内 积 空间 的 例子 。 
例 %.9 z 维 欧 几 里 德 空间 局 及 酉 空间 C" ,定义 内 积 
《= 《9. 卫 7) 


肯 很 容易 证 明 它 满足 内 积 公理 (9.5- 1) 式 ~ (9. 5.5) 式 ,所 以 尼 和 Cr" 是 内 积 空间 。 对 三 维 欧 
凡 里 德 空间 玉 ,内 税 实 际 土 就 是 两 个 矢量 的 点 积 。 
例 9. 10 ”平方 可 和 数列 空间 已, 定义 内 积 
《zy》 = 二 页 人 (9.5.8) 
各 


且 很 容易 证 明 它 满足 内 积 公理 ,所 以 已 是 内 积 空间 。 
例 9.11 平方 可 积 函 数 空间 已 [a, 纪 ,定义 内 积 


《xy7)》 = rpyrDe (9.3.9) 
其 很 容 努 证 明 它 满足 内 积 公理 ,所 以 严 [e, 纪 是 内 积 空间 。 当 区 间 [ ,所 扩展 为 整个 实 轴 时 ， 


可 知己 (有 R) 是 内 积 空间 。 
完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 空间 。 可 以 证 明 : 妨 ",C" , 忆 , 己 [e,b] 均 为 希 尔 伯 特 空间 。 


9.5.2 同 构 算 子 与 伴随 算 子 


定理 9.1 Riesz 表示 定理 :如 果 了 是 Hilhert 空间 巨 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 存在 惟一 的 xy s 
邢 , 对 任意 的 xse, 有 
xy》 (9. 5. 10) 
定义 9 18 如 果 V2 ,ze 时 ,有 (0 ,7 = 》 则 称 了 为 同 构 算 子 。 
定义 9.19 算 子 7 了 为 工 到 了 上 的 有 界 算 子 , 算 子 了 的 伴随 算 子 7 定义 为 了 到 性 上 的 算 
子 , 且 满足 ， 
《zy7)》 =《7x YEXiyEY (9.5.11) 


对 于 伴随 算 子 了” ,其 模 ( 范 数 ) 满足 
二 (9.5.12) 


定义 9.20 如 ?是 从 Hilbert 空间 天 到 下 上 的 算 子 ,是 了 =T* , 则 称 了 是 自 伴 算 子 。 
9.5.3 正 交 性 


定义 9. 21 了 两 个 矢量 的 正 交 。 

对 xye 吕 , 若 4xy)》=0, 称 * 和 7 正 交 , 记 为 xyLy。 

根据 两 个 矢量 正 交 的 定义 ,可 以 进一步 定义 矢量 与 子 集 及 子 集 与 子 集 的 正 交 : 米 和 六 为 
内 积 空间 站 的 两 个 子 集 。 若 其 - -ze 工 与 财 中 的 任意 矢量 正 交 , 则 称 * 与 W 正 交 , 记 为 * 上 W。 
若 六 中 所 有 的 矢量 均 与 于 正 交 , 则 称 w 与 开 正 交 , 记 为 wLH。 

于 是 可 以 定义 正 交 ”, 它 在 小 波 分 析 中 有 非常 重要 的 应 用 。 

定义 9.22 正 交 补 。 
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集 1x:x 上 W,xeXl 称 为 杂 在 下 中 的 正 交 补 , 沁 为 M 。 

也 就 是 说 ,1 的 正 交 补 于: 就 是 下 中 所 有 与 好 正 交 的 矢量 集 , 必 W 上 4W。 
关 寺 正 交 件 , 还 有 如 下 重要 定理 : 

1 勾 股 定理 : 若 * 上 7, 则 |z+y 上 = ez 攻 + jz 虹 。 

2) 设 三 为 内 积 空间 气 的 稠密 子 集 , 若 z 业 , 则 zx = 0。 

也 就 是 说 , 除 零 矢量 外 ,没有 任何 一 个 矢量 和 桐 密 子 集 正 交 。 

3) 内 积 空 间 半 的 子 集 村 的 正 交 补 Mi 是 天 中 的 一 个 闭 线性 子 空间 。 


9.5.4 投影 定理 


定义 9.23 直 和 。， 

设 蕊 为 线性 空间 ,了 和 了 是 其 两 个 线性 子 空 间 。 苦 对 已 中 的 任意 矢量 *e 邢 , 均 有 惟一 的 
表达 式 x=y+z,Jsy,zsZ, 则 说 工 是 了 和 2 的 直 和 , 记 为 Y=TBZ。 

可 以 说 , 泛 咀 分析 在 信号 处 理 中 最 重要 的 应 用 之 一 就 是 投影 定理 。 

定理 9.2 投影 定理 

设 背 是 内 积 空间 天 的 完备 线性 子 空间, 则 盛 可 表示 为 W 及 其 正 交 补 的 下 和 , 即 














于 = 形 乓 有 (9.5.13) 
也 就 是 说 ,下 中 的 任意 矢量 x 可 惟一 的 表示 为 
和 0 Er 有 《9.5.14)》 


和 称 为 人寿 W 上 的 正 交 投影 ,上 式 称 为 x 的 正 交 分 解 。 
投影 定理 可 以 未 象 地 表示 于 图 9. 3 ,以 便于 理解 。 
内 《9.3. 14) 式 可 以 看 到 ,xz -xo =x: ,* 一 区 上 M。 很 容易 证 明 





lz -als lx -xjYxne 杂 (9.5.15) 
由 于 (xo -xn) < 于 ,所 以 (* 一 和) 上 (2 -各 ) ,根据 勾 股 定理 ,有 
位 -xz 用 = 有 -x+ 人 ix) 有 = 加 P+leo-z 人 1 下 
和 这 就 证 明了 (9. 5. 15 ) 式 。 该 式 说 明 ,* 到 其 
开 正 交 投 影 的 距离 是 * 与 W 中 所 有 点 之 间 的 
站 下 离 中 最 小 的 ,|* -s| 称 为 * 到 并 的 距离 。 





换 句 话说 ,如 用 W 中 的 矢量 去 毅 近 * , 则 正 交 
投影 x。 是 最 佳 和 逼 近 元 , 这 就 是 所 谓 的 变 分 
原理 。 
实际 上 , (9.5. 14) 式 定义 了 如 下 映射 
PT 一 Msrya sp (9.5.16) 
己 称 为 x 到 的 投影 算 子 。 可 以 证 明 ,已 是 
一 个 有 界 算 子 。 


9.5.5 正 交 分 解 


对 于 有 限 维 空间 ,例如 我 们 最 熟悉 的 三 
维 欧 几 里 德 空间 天 。 沿 x,y,z 3 个 坐标 轴 的 单位 矢量 立 = (1,0;0) , 放 = (0,1.0) 下 = (0.0.1) 





和 





图 93 投影 定理 
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两 两 下 交 , 且 它们 各 自 的 范 数 都 等 于 1, 那么 屯 中 的 任意 矢量 了 可 分 解 为 
了 = 元 + 坟 (9.5.17) 
其 中 
X = 了 7= 子 .了 zz= 子 .天 《9. 5.18) 
分 别 是 了 的 3 个 坐标 值 。 称 1 ,了 , 夺 是 到 的 正 交规 范 基 。 
定义 9. 24 正 交 规范 基 。 


设 {te.t 是 内 积 空间 书 中 的 矢量 族 , 若 满足 
0， 了 天 了 


《eye》 = 人 (9.5.19) 
则 称 ie-} 是 己 的 正 交 规范 基 。 
定义 9.25 广义 傅立叶 级 数 。 
设 {eoi 是 内 积 空间 已 的 正 交 规范 基 , 对 Yx es 忆 bx, 称 
cn 《Xen)》 (9.5.20) 
为 > 关于 je 的 传 立 叶 系 数 , 并 称 
xz = ee = 了 (res)en 《9.5.21》 


为 关于 |e| 的 傅立叶 级 数 。 
例 9. 12 傅立叶 级 数 。 


不 难 验证 ,je “oh 和 jezsoo =2m/7 是 已 [0,7] 的 正 交 规范 基 , 即 
(ereMere) 于 ed = 人” 
这 意味 着 任意 属于 性 [0,T] 的 函数 天 日 均 可 展开 为 
1 
大 口 = 需 三 “ 
它 就 是 我 们 熟悉 的 傅立叶 级 数 ,其 中 
= CD ie 而 ) - 记 JAoemvd 

投影 定理 告诉 我 们 ,对 任意 * ee 五, 它 在 WMCX 上 的 正 交 投影 ze 是 对 * 的 最 佳 通 近 ,下 述 定 
理 告诉 我 们 如 何 求 取 和 。 

定理 9.3 没 W =spanie.; 为 由 正 交 规范 矢量 族 fe.! 张 成 的 区 的 线性 子 空间 , Yy eX， 

Mo = 》 (xies)es (9.5. 22)》 


是 * 在 好 上 的 正 交 投影 ,是 和 是 对 * 的 最 佳 逼 近 。 证 毕 。 
证 明 设 * 属 于 下 但 不 属于 杂 , 由 (9.5.223 式 有 


和 ee 





， 于 = 到 











对 fo 中 的 任意 矢量 ou， 
Sr osen》 = 《zien)》 - > (xses)》(enyen》 
-eyey -9 
1370 
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由 于 开 是 ie# 张 成 的 线性 子 空间 , 故 上 式 意味 着 * -xm 与 杂 中 的 所 有 矢量 正 交 , 从 而 * -ao 与 
章 正 交 , 这 就 证 明了 因 是 * 在 下 上 的 正 交 投 影 。 证 毕 。 

上 述 定理 证 明 ,一 旦 有 了 了 的 线性 子 空间 W 的 正 交规 范 基 , 就 很 容易 炒 取 任意 xsX 在 虹 
上 的 正 交 投影 。 在 小 波多 分 辨 率 分 析 中 ,尺度 两 数 二 进 伸缩 和 平移 形成 的 正 交 规范 基 
{ 和 | .az 张 成 了 妃 ( 有 8) 的 一 系列 子 空间 兄 , 信 号 抱 es) < 亚 ( 有 在 只 上 的 正 交 投 影 可 以 写成 下 
交规 范 基 的 线性 组 合 。 

例 9.13 取 忆 [0. 轴 ] 的 正 交规 范 基 的 前 六 项 ie/ 存 | _wsssw; 它 张 成 严 [0, 玉 ] 的 一 
个 线性 子 空间 ,任意 属于 刀 [0,7o] 的 函数 扎 避 在 其 上 的 正 交 投影 

AD = 技 症 ee ,= 《KKD ea 而 ) 

是 对 . 疱 p) 的 最 佳 逼 近 ,逼近 的 均 方 误 差 为 


io -ACOF = 去 过 lep 


在 傅立叶 分 析 的 工程 应 用 中 ,可 以 取 前 六 次 谐 波 ,N 越 大 ,逼近 误差 越 小 。 
对 其 他 内 积 空间 ,也 可 以 用 类 伏 方 法 进行 分 析 。 
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